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1 随机变量的函数  

 

1.1 ⼀元函数  

 

1.1.1 ⼀般情形  

PMF/PDF：设  是⼀离散随机变量，则  也是⼀个离散随机变量，且其分布列为：

 

设  是⼀连续随机变量，则  也是⼀个连续随机变量，且其分布函数为：

 

于是  的概率密度函数为：

 

期望：设  是⼀离散随机变量，则  的期望为：

 

设  是⼀连续随机变量，则  的期望为：

 

也就是说，我们不必先求出  的分布，只需知道  的分布就能求出  的期望。

 

1.1.2 线性函数情形  

设  是⼀连续随机变量，  且 ，设 ，则：

 

证：使⽤1.1节中描述的⽅法，先求  的分布函数：

 

然后求导得到  的概率密度函数：

 



证毕。

例子：正态分布的线性变换仍然是正态分布，且：

 

证：运用上述定理，

 

所以， . 证毕。

 

1.1.3 单调函数情形  

设  是⼀连续随机变量，  是⼀严格单调的可逆函数，且其反函数  可微，则  在  内的概
率密度函数是：

 

证：仍然先求  的分布函数：

 单调递增
单调递减

于是求导得：

 单调递增
单调递减

证毕。

 

1.2 ⼆元函数  

 

1.2.1 ⼀般情形  

PMF/PDF：设  是离散随机变量，则  也是⼀个离散随机变量，且其分布列为：

 

设  是连续随机变量，则  也是⼀个连续随机变量，且其分布函数为：

 



于是  的概率密度函数为：

 

期望：设  和  是联合离散随机变量，则  的期望为：

 

设  和  是联合连续随机变量，则  的期望为：

 

同样地，我们不必先求出  的分布，只需知道  和  的联合分布就能求出  的期望。

 

1.2.2 独⽴随机变量之和  

设  是独⽴的离散随机变量， ，则：

 

设  是独⽴的连续随机变量， ，则：

 

称上述两个式⼦为卷积（convolution）。

例子：相互独立的正态随机变量之和仍服从正态分布。

设 ，  且相互独立， ，则 . 

证：运用上述定理，

 

由于

 

令 ，则：

 



所以 . 证毕。

推论：设  且相互独立，则 . 

 

1.2.3 极值分布  

设  是独⽴的随机变量， ，则：

 

更⼀般的，设  是  个相互独⽴的随机变量， ， ，则：

 

 

1.2.4 瑞利分布  

设  且相互独⽴， ，称  服从瑞利分布，其分布函数为：

 

故概率密度函数为：

 

 



1.3 多元函数  

设  是⼀个随机向量，  是  上的⼀可逆映射， ，则  的概率密度函数为：

 

其中，  表⽰ ，即  的雅各⽐⾏列式：

 

证：设  是⼀个性质好的集合，则：

 
两边同时施以

变量代换

又

 

根据  ⼀定的任意性，可知：

 

证毕。

 



2 独⽴性与相关性  

 

2.1 概览  

注意，我们所说的不相关默认指不线性相关，即  与  没有线性关系，但是可能具有其他关系⽽导致不独⽴。

 

2.2 协⽅差与相关系数  

定义：

 

当  时（ ），称  和  不相关。

性质：

 

 

 

 

 

 

 

  

证：根据切⽐雪夫不等式，  对  都成⽴，故 . 证毕。

，且  当且仅当 . 

证：对 ，由于 ，所以：

 

即有： ，且  当且仅当存在某个  使得 ，于是根据⽅差的性质有：
，其中  均为常数，证毕。



3 多元随机变量  

 

3.1 概览  

 

3.2 ⼆元正态分布相关  

 

3.2.1 定义  

若随机变量  有如下联合概率密度函数：

 

称  服从参数为  的⼆元正态分布。

矩阵形式：设 ，则：

 

这一形式可以推广到多元正态分布。

 

3.2.2 密度分解  

对定义式进⾏变形可以得到：

 

注意到，前⼀部分是  的概率密度函数，后⼀部分是  的概率密度函数。
又由于：



 

所以事实上后⼀部分是就是 . 

 

3.2.3 边缘分布  

根据密度分解容易知道，⼆元正态分布的边缘分布就是正态分布，且：

 

 

3.2.4 协⽅差与相关系数  

运⽤密度分解，可以计算：

 

由此可得相关系数：

 

也即⼆元正态分布定义中的  就是其相关系数。

 

3.2.5 独⽴性  

定理：设  服从⼆元正态分布，则  独⽴当且仅当 . 

证：由于  独⽴蕴含着  不相关，⽽后者等价于相关系数 ，所以独⽴ . 

又设 ，则：

 

所以  独⽴。证毕。



由该定理可知，对于⼆元正态分布⽽⾔，独⽴和不相关是等价的。

 



4 条件  

 

4.1 条件概率  

 

4.1.1 条件概率  

定义：设  为两个事件且 ，则称  为  发⽣的条件下  发⽣的概率，记作 ，即：

 

公理化：可以证明，条件概率是⼀个公理化定义下的概率：

1. ⾮负性：显然；

2. 规范性：

 

3. 可数可加性：

 

证毕。

因此，概率的所有性质都适用于条件概率。

乘法公式：由条件概率定义有：

 

推⼴：

 

 

4.1.2 全概率公式



4.1.2 全概率公式  

设  互不相容， ，则：

 

证：

 

证毕。

 

4.1.3 贝叶斯公式  

设  互不相容且 ， ，则：

 

关于贝叶斯公式的理解：视事件  是导致事件  发⽣的原因，我们对于事件  已有⼀个先验概率 ，现在事
件  发⽣了，这必然给我们带了⼀定的信息，于是我们可以由此修正  发⽣的概率，得到 ，即后验概
率。

 

4.1.4 条件独⽴  

我们知道，两个事件  相互独⽴，是指 . 由于条件概率是符合概率公理化定义的概率律，
我们可以对条件独⽴有类似的定义。

定义：给定事件 ，若事件  满⾜：

 

则称  在给定事件  下条件独⽴。

注意，  条件独⽴并不能推出  独⽴，反过来亦不成⽴。

 



4.2 条件分布  

 

4.2.1 条件分布列  

离散随机变量  取定某个值  后，离散随机变量  的条件分布列为：

 

于是我们有联合分布列、边缘分布列、条件分布列之间的关系：

 

 

4.2.2 条件概率密度函数  

连续随机变量  取定某个值  后，连续随机变量  的条件概率密度函数为：

 

同样我们有联合概率密度函数、边缘概率密度函数、条件概率密度函数之间的关系：

 

 

4.3 条件期望  

 

4.3.1 条件期望  

对于离散随机变量，

 

对于连续随机变量，

 

对于随机变量的函数，我们类似有：

 离散

连续

 

4.3.2 全期望定理



4.3.2 全期望定理  

 

证：仅证明离散情形。根据全概率公式有：

 

两边乘上  并求和：

 

证毕。

 



5 极限理论  

 

5.1 马尔可夫不等式  

设随机变量  只取⾮负值，则对任意 ，有：

 

粗略来讲，马尔可夫不等式指出，⼀个⾮负随机变量如果均值很⼩，那么该随机变量取⼤值的概率也很⼩。

证：这⾥假设  是连续随机变量，离散类似。

 

证毕。

 

5.2 切⽐雪夫不等式  

设随机变量  的均值为 ，⽅差为 ，则对任意 ，有：

 

粗略来讲，切⽐雪夫不等式指出，如果⼀个随机变量的⽅差⾮常⼩，那么该随机变量取远离均值的概率也⾮常⼩。

证：利⽤马尔可夫不等式，

 

证毕。

 

5.3 弱⼤数定律  

设  独⽴同分布，其公共分布均值为 ，则对任意 ，有：

 

粗略来讲，弱⼤数定律表明，独⽴同分布的随机变量序列的样本均值，在⼤样本的情况下，以很⼤的概率与随机变
量的均值接近，或称作样本均值依概率收敛到真值 。

证：这⾥仅对⽅差有界的情形进⾏证明，⽅差⽆界时弱⼤数定律依然成⽴，但是证明较为精巧。

视  为我们要研究的随机变量，其均值和⽅差为：

 



于是根据切⽐雪夫不等式，有： ，

 

证毕。

⼀般情形的弱⼤数定理称为⾟钦⼤数定律，⽽⽅差有界的情形称之为切⽐雪夫⼤数定律。

更特殊的，对于  独⽴同分布于  的情形⽽⾔，我们称之为伯努利⼤数定律：

 

 

5.4 中⼼极限定理  

设  是独⽴同分布的随机变量序列，序列的每⼀项的均值为 ，⽅差为 ，则对 ，有：

 

粗略来讲，中⼼极限定理表明，在⼤样本的情况下，独⽴同分布的随机变量序列的样本均值的标准化结果服从标准
正态分布。

标准化：设一个随机变量  有均值和方差，称  为  的标准化，因为这个结果的均值为 ，方差

为 。

样本均值的标准化即为：

 

这个⼀般情形的定理被称作林德伯格-莱维中⼼极限定理。

对于  独⽴同分布于  的特殊情形⽽⾔，我们称之为棣莫弗-拉普拉斯中⼼极限定理：

 

 



6 数理统计  

 

6.1 正态分布的三个导出分布  

 

6.1.1  分布  

定义：设  为  个独⽴的服从  的随机变量，则称

 

的分布为⾃由度为  的  分布，记作 . 

期望与方差：

 

证：由于

 

故

 

又由于

 

故

 

故

 

证毕。

 

6.1.2  分布



6.1.2  分布  

定义：设 ， ，  相互独⽴，则称

 

 的分布为⾃由度为  的  分布，记作 . 

 

6.1.3  分布  

定义：设 ，  独⽴，则称

 

的分布为⾃由度为  的  分布，记作 . 

 

6.1.4 性质  

设 ，则：

性质 1：样本均值服从期望相同、⽅差更⼩的正态分布：

 

易证。 

性质 2：样本均值的标准化：

 

易证。

性质 3：记  为样本⽅差，则

 

证明较为复杂，此处略去。

性质 4：  与  独⽴，证明略去。

性质 5：

 

证：⾸先，由性质 2 知： ；其次，由性质 3 知： ；于是，根据  分布的定义有：

 



证毕。

性质 6：设 ， ，样本⽅差为 ； ， ，样本⽅差为 ，
且  相互独⽴，则：

 

证：由性质 3 知： ， ，于是根据  分布的定义有：

 

证毕。

 

6.2 点估计  

 

6.2.1 矩估计  

基本思想：对于总体矩 ，直接⽤样本矩  近似之，得到：

 

左式包含已知的 ，右式可⽤参数表达，于是我们可以将未知的参数⽤已知的  表⽰出来，这就是矩估计。

⼀般地，有多少个参数，就需要⼏阶矩，这样才有⾜够的⽅程数。

 

6.2.2 极⼤似然估计  

基本思想：设 ，则  的联合概率密度函数为 . 对于⼀组已知的样本 

，这是⼀个关于  的函数，于是⼀个⾃然的想法是，我们取这样的⼀个 ，它使得  取到最⼤值。

这就是极⼤似然估计。

于是问题转化成了⼀个多元微分学问题。我们知道，  的最⼤值在它的驻点或边界上取到，但直接令  
的计算量较⼤。注意到  和  有相同的驻点，于是我们令：

 

就可以较为轻松的找到驻点，随后在这些驻点以及边界上寻找最⼤值即可。



 

6.2.3 ⽆偏性  

定义：对于我们的参数估计量 ，若对  都有 ，则称  是⽆偏的。

典型例子：样本⽅差  是总体⽅差  的⽆偏估计。

证：⾸先注意到： ， ，于是：

 

证毕。
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