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1 线性空间和线性变换

1.1 线性空间

定义 1.1 (映射，变换，函数). 设有集合 S, S′，定义规则 σ : S → S′，使得集合 S 中元素 a 与 S′

中唯一元素对应，记作：
a′ = σ(a) 或 σ : a 7→ a′

则称 σ 为一个映射。特别地，若 S 与 S′ 相同，则称 σ 为变换；若 S′ 为数域，则称 σ 为函数。

注释. 映射最本质的特征在于对于 S 中的任意一个元素在 S′ 中仅有唯一的一个元素和它对应。

定义 1.2 (集值映射). 由单点映射 σ : S → S′ 可导出集值映射 σ : 2S → 2S
′
，

σ(Ω) = {y : y = σ(x), ∃x ∈ Ω}, ∀Ω ⊂ S

σ−1(Ω′) = {x : y = σ(x), ∃ y ∈ Ω′}, ∀Ω′ ⊂ S′

如图所示：

性质 (集值映射的基本性质). 集值映射满足如下基本性质：

• 任给子集 Ω ⊂ S，则 σ−1(σ(Ω)) = Ω.
• 任给子集 Ω′ ⊂ S′，则 σ(σ−1(Ω′)) = Ω′ ∩ σ(S).

如果用包含关系定义子集间的偏序关系，那么由映射导出的集值映射是保持这种偏序关系的，即：

Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ S =⇒ σ(Ω1) ⊂ σ(Ω2) ⊂ σ(S)

Ω′
1 ⊂ Ω′

2 ⊂ S =⇒ σ−1(Ω′
1) ⊂ σ−1(Ω′

2) ⊂ σ−1(S)

定义 1.3 (线性空间/向量空间). 设 V 是一个非空集合，它的元素用 x, y, z 等表示，称为向量；F
是一个数域，它的元素用 k, l,m 等表示，称为标量。定义加法与数乘：

+ : V × V → V, (x, y) 7→ x+ y

· : F× V → V, (k, x) 7→ k · x

如果加法和数乘满足下列 8 条性质：

• 结合律：x+ (y + z) = (x+ y) + z

• 交换律：x+ y = y + x

• 存在零元素：x+ 0 = x

• 存在负元素：x+ (−x) = 0

• 数因子分配律：k(x+ y) = kx+ ky
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• 分配律：(k + l)x = kx+ lx

• 结合律：k(lx) = (kl)x

• 存在单位元：1x = x

则称 (V,F,+, ·) 为数域 F 上的线性空间或向量空间，简记作 V . 特别地，当 F 为实数域 R 时，称
之为实线性空间；当 F 为复数域 C 时，称之为复线性（酉）空间。

注解. 集合中的元素无需一定是列向量，可以是矩阵、多项式等；加法和数乘也不一定是我
们熟悉的加法和数乘，只要满足上述 8 条性质即可。因此线性空间是多种多样的。

例 1.1. 次数不超过 n−1 的多项式 Pn 全体按照通常的多项式加法和数乘构成一个线性的多
项式函数空间。

例 1.2. n 维实列向量的全体按照通常的向量加法和数乘构成一个实线性空间，称为实向量
空间，记作 Rn.

例 1.3. 所有 m× n 实矩阵的全体按照通常的矩阵加法和数乘构成一个实线性空间，称为矩
阵空间。

例 1.4. 取 V = Rn，对 x, y ∈ V, k ∈ R，定义加法 ⊕ 和数乘 �：

x⊕ y =
(
(x31 + y31)

1/3, (x32 + y32)
1/3 . . . , (x3n + y3n)

1/3
)T

k � x = k1/3x

则 (Rn,R,⊕,�) 构成一个线性空间。

例 1.5. 取 V = R+，对 x, y ∈ V, k ∈ R，定义加法 ⊕ 和数乘 �：

x⊕ y = x · y

k � x = xk

则 (R+,R,⊕,�) 构成一个线性空间。

定义 1.4 (线性相关，线性无关). 若存在一组不全为零的数 c1, c2, . . . , cm，使得 c1x1 + c2x2 + · · ·+
cmxm = 0，则称向量组 x1, x2, . . . , xm 线性相关，否则称为线性无关。

定义 1.5 (极大线性无关组). 若对一个线性无关的向量组，再往里添加向量就无法保持它们的线性
无关性，那么称该向量组为极大线性无关组。

定理 1.1 (有限维空间的基本假设). 线性无关组总是可以扩充为极大线性无关组。

引理 1.2. 对一个线性空间中的任两个极大线性无关组，若它们的所含向量个数都有限，则所含向
量个数一定相同。
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证明. 设 x1, x2, . . . , xm 和 y1, y2, . . . , yn 为线性空间 V 中的两个极大线性无关组，则存在矩
阵 A,B 使得：

(x1, x2, . . . , xm) = (y1, y2, . . . , yn)A

(y1, y2, . . . , yn) = (x1, x2, . . . , xm)B

联立上述二式得：
(y1, y2, . . . , yn) = (y1, y2, . . . , yn)AB

由于 y1, y2, . . . , yn 是极大线性无关组，所以只能有 AB = In，其中 In 为 n 阶单位阵，于是：

tr(AB) = tr(In) = n

同理可得：
tr(BA) = tr(Im) = m

根据迹算子的性质，有：
n = tr(AB) = tr(BA) = m

即这两个极大线性无关组所含向量个数相同。

定义 1.6 (线性空间的维数). 定义为线性空间 V 的维数为其中极大线性无关组的所含向量的个数，
记作 dimV . 维数有限的称为有限维空间，否则称为无穷维空间。

注释. 这个定义之所以是良定义的，是因为引理 1.2 说明了有限维空间中，不同极大线性无关组所
含向量的个数是相同的。

注解. 本课程只讨论有限维空间，无穷维空间属于泛函分析的范畴。有限维空间下得到的结
论有些可以直接推广到无穷维空间，但有些却不可能。必须小心!

定义 1.7 (基). 若线性空间 V 的向量 x1, x2, . . . , xn 满足：

1. x1, x2, . . . , xn 线性无关；
2. V 中任意向量都是 x1, x2, . . . , xn 的线性组合。

则称 x1, x2, . . . , xr 为 V 的一个基或基底，相应地称 xi 为基向量。

注意. 组成基的向量排列是有顺序的！这是因为向量在这个基下的坐标表示是有顺序的，例
如 (1, 2) 6= (2, 1).

推论 1.3. 线性空间中任意一个极大无关组构成它的一个基。

定义 1.8 (坐标表示). 设 X = (x1, . . . , xn) 是一个基，若向量 x 在这个基下的线性表示为：

x = ξ1x1 + · · ·+ ξnxn = Xξ

则称 x 在 X 下的坐标表示为 ξ = (ξ1, . . . , ξn)
T .
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注解. 式 x = Xξ 非常重要，日后将经常使用。其中 X = (x1, . . . , xn) 表示向量组而非矩阵，
Xξ 也并非矩阵乘法，只是可以按照矩阵乘法来理解。

例 1.6. 考虑例 1.1 中介绍的多项式空间 Pn，选择 Pn 中的一个基：

x1 = 1, x2 = x, x3 = x2, . . . , xn = xn−1

则任意次数不超过 n− 1 的多项式 f(x) = a0x
n−1 + a1x

n−2 + · · ·+ an−2x+ an−1 可写作：

f(x) = (1, x, x2, . . . , xn−1)(an−1, an−2, . . . , a0)
T

于是 (an−1, an−2, . . . , a0)
T 就是多项式 f(x) 在基 1, x, x2, . . . , xn−1 下的坐标。

定义 1.9 (坐标表示与映射). 设 V 为一个 n 维线性空间，X 是 V 的一个基，那么向量在基 X 下
的坐标表示定义了一个从 V 到 Rn 或 Cn 的一一映射：

σ : V → Rn(Cn), x 7→ (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
T ∈ Rn(Cn)

定理 1.4. 任何 n 维线性空间 V 都与 Rn 或 Cn 代数同构，即存在一一映射 σ : V → Rn(Cn) 满足：

σ(x+ y) = σ(x) + σ(y), ∀x, y ∈ V

σ(kx) = kσ(x), ∀x ∈ V, k ∈ F

证明. 充分性：验证 8 条性质即可；必要性：任给 V 中的一个基，那么该基下的坐标表示就
是一个符合条件的同构映射。

上述定理说明，虽然 n 维线性空间有无穷多，但是所有线性空间都与 Rn 或 Cn 代数同构，因
此只需研究 Rn 和 Cn 就足够了。既然如此，为什么我们还要引入抽象的一般化的线性空间的定义
呢？这是因为：1. 可以把讨论的结论适用于更广的范围；2. 由线性映射全体构成的线性空间，可以
推广到无穷维的线性空间中的线性函数全体构成的线性空间（泛函）；3. 利于引进更多的代数运算，
如向量的代数乘法，从而引出李代数、结合代数等。

定义 1.10 (基变换与过渡矩阵). 设有两个基 X = (x1, . . . , xn)，Y = (y1, . . . , yn)，Y 中每一个基向
量由 X 的基向量线性表示为： 

y1 = c11x1 + · · ·+ cn1xn
...

yn = c1nx1 + · · ·+ cnnxn

写作矩阵形式为：
Y = XC

称该式为基变换公式，称 C 为过渡矩阵。

注解. 这里 X,Y 都是向量组而非矩阵，XC 也并非矩阵乘法，只是可以按矩阵乘法来理解。

5



推论 1.5. 过渡矩阵一定非奇异。

证明. 考虑反证法。假设 C 奇异，则存在向量 ξ ∈ Rn(Cn) 且 ξ 6= 0 使得 Cξ = 0. 于是
Y ξ = XCξ = 0，即 ξ1y1+ξ2y2+ · · ·+ξnyn = 0，这与 Y = (y1, y2, . . . , yn)是一个基矛盾。

注释. 从推论 1.5 我们可以发现，任何一个非奇异矩阵都可以看成是线性空间的两个基之间的过渡
矩阵，换句话说，是一个基在另一个基下的坐标表示。

定理 1.6 (向量在不同基下的表示坐标的关系). 设有一向量 x，在两个基下的坐标表示分别为 ξ =

(ξ1, . . . , ξn)
T 和 η = (η1, . . . , ηn)

T，设 C 为过渡矩阵，则有 ξ = Cη 或 η = C−1ξ.

证明. x = Xξ = Y η =⇒ ξ = Cη ⇐⇒ η = C−1ξ

注解. 式 Y = XC 和 ξ = Cη 日后也将经常使用。

注释. 自然基下，向量 x 和坐标表示是一致的，常常不加区别地用同一符号表示。

定义 1.11 (线性子空间). 设 V1 是数域 F 上线性空间 V 的非空子集合，且满足：

1. 对 V 上的加法封闭：若 x, y ∈ V1，则 x+ y ∈ V1；
2. 对 V 上的数乘封闭：若 x ∈ V1, k ∈ F，则 kx ∈ V1.

则称 V1 是 V 的线性子空间或子空间。

定义 1.12 (零子空间). 称仅由 0 元素构成的子空间为零子空间，其维度为 0.

定义 1.13 (子空间的和与直和). 设 V1, V2 是线性空间 V 的子空间，则它们的和定义为：

V1 + V2 = {z | z = x+ y, x ∈ V1, y ∈ V2}

当 V1 ∩ V2 = {0} 时，称它们的和为直和，记作 V1 ⊕ V2.

性质 (直和). 对 z ∈ V1 ⊕ V2，存在唯一的 x ∈ V1, y ∈ V2 使得 z = x+ y.

证明. 存在性显然，下证唯一性。假设 z = x1 + y1 = x2 + y2，其中 x1, x2 ∈ V1, y1, y2 ∈ V2，
那么 x1 − x2 = y2 − y1. 由于 x1 − x2 ∈ V1, y2 − y1 ∈ V2 且 V1 ∩ V2 = 0，因此只能是
x1 = x2, y1 = y2.

定理 1.7. 子空间的交仍然是子空间，子空间的和仍然是子空间。

证明. 验证是否对加法和数乘封闭即可，略。

定理 1.8 (子空间和的维数公式). 设 V1, V2 为线性空间 V 的子空间，则：

dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2)
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注解 (基扩充). 基扩充是一种非常重要的证明思路：从最小的子空间 V1 ∩ V2 出发，构造它
的一个基 X = (x1, . . . , xr)，然后分别扩充成 V1 的基 (X,Y ) = (x1, . . . , xr, y1, . . . , ys) 和 V2

的基 (X,Z) = (x1, . . . , xr, z1, . . . , zt)，最后证明 (X,Y, Z) = (x1, . . . , xr, y1, . . . , ys, z1, . . . , zt)

为 V1 + V2 的基。

证明. 延续基扩充的证明思路，要证明 (X,Y, Z) = (x1, . . . , xr, y1, . . . , ys, z1, . . . , zt)为 V1+V2

的基，只需证明 1) 线性无关；2) 可线性表示任一 v ∈ V1 + V2.
1) 首先证明线性无关。设：

r∑
i=1

aixi +
s∑

j=1

bjyj +
t∑

k=1

ckzk = 0

则：
r∑

i=1

aixi +
s∑

j=1

bjyj = −
t∑

k=1

ckzk ∈ V1

由于 zk /∈ V1，故 ck = 0，进而 ai = bj = 0. 故线性无关。
2) 其次，任取 v ∈ V1 + V2，则 ∃v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 使得 v1 + v2 = v. 设：

v1 =
r∑

i=1

aixi +
s∑

j=1

cjyj , v2 =
r∑

i=1

bixi +
t∑

k=1

dkzk

则：

v =
r∑

i=1

(ai + bi)xi +
s∑

j=1

cjyj +
t∑

k=1

dkzk

综上，(X,Y, Z) 是 V1 + V2 的一个基。

推论 1.9. 设 V1, V2 为线性空间 V 的子空间且 V1 ∩ V2 = 0，则：

dimV1 + dimV2 = dim(V1 ⊕ V2)

定义 1.14. 由向量组扩张为子空间：

• 由单个向量 x 对数乘运算封闭构成一维子空间：L(x) = {z | z = kx, k ∈ K}；
• 由向量组 x1, . . . , xm 扩张成的子空间：L(x1, . . . , xm) = L(x1) + · · ·+ L(xm).

显然 dimL(x1, . . . , xm) ≤ m.

通过前面的讨论我们知道了一般的线性空间都和 Rn 或 Cn 代数同构；另外，Rn 或 Cn 也是我
们最为熟悉的线性空间。因此，我们将它们作为一般线性空间的代表进行讨论与研究，以此来研究
抽象的线性空间的性质。为方便起见，下文我们用字母 F 表示 R 或 C.
考虑 Fm 空间中的 n个向量 a1, . . . , an ∈ Fm，将他们排列在一起即得到矩阵 A = (a1, . . . , an) ∈

Fm×n，此时称 ai 为矩阵 A 的列向量。据此，我们下面介绍矩阵的几个基本属性——秩、值域/列
空间、核空间/零空间。

定义 1.15 (列秩，行秩). 设 A ∈ Fm×n，称其列向量构成的极大线性无关组的大小为 A 的列秩，称
其行向量构成的极大线性无关组的大小为 A 的行秩。
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定理 1.10 (行秩等于列秩). 设 A ∈ Fm×n，则 A 的行秩等于 A 的列秩。

证明. 设 A的行秩为 r，其行向量组构成的一个极大线性无关组为 (c1, c2, . . . , cr)，其中 ci 为
行向量，记矩阵：

C =


c1

c2
...
cr

 ∈ Fr×n

则 A 的所有行向量都可以写作 c1, c2, . . . , cr 的线性组合，用矩阵乘法来表示，即存在矩阵
B = (b1, b2, . . . , br) ∈ Fm×r，使得

Am×n = Bm×rCr×n

其中 b1, b2, . . . , br 是 B 的列向量。换个角度看待矩阵乘法，上式也意味着 A的所有列向量都
可以写作 b1, b2, . . . , br 的线性组合，因此：A 的列秩 ≤ r = A 的行秩. 同理可得 A 的行秩 ≤
A 的列秩，故行秩等于列秩。

定义 1.16 (秩). 由于矩阵 A 的列秩与行秩相等，因此统一称作秩，记作 rank(A).

定义 1.17 (值域/列空间). 设 A = (a1, . . . , an) ∈ Fm×n，称其列向量张成的子空间 L(a1, . . . , an) 为
矩阵 A 的值域或列空间，记作 R(A)，即：

R(A) = L(a1, . . . , an) ⊂ Fm

根据定义立刻可知，rank(A) = dim(R(A)).

定义 1.18 (核空间/零空间). 设 A ∈ Fm×n，称集合 {x | Ax = 0} 为矩阵 A 的核空间或零空间，记
作 N(A)，即：

N(A) = {x | Ax = 0} ⊂ Fn

定理 1.11. 设 A ∈ Fm×n，则 dim(R(A)) + dim(N(A)) = n.

证明. 证明思路依旧是基扩充：设 (x1, . . . , xs) 为 N(A) 的一个基，将其扩充为 Rn 的基
(x1, . . . , xs, y1, . . . , yn−s). 只需证明 (Ay1, . . . , Ayn−s) 是 R(A) 的基。
首先证明线性无关。假设：

n−s∑
j=1

bj(Ayj) = 0

由于 Axi = 0 (i = 1, . . . , s)，所以：

n−s∑
j=1

bjAyj =
s∑

i=1

aiAxi +
n−s∑
j=1

bjAyj = A

(
s∑

i=1

aixi +
n−s∑
j=1

bjyj

)
= 0

也就是说：
s∑

i=1

aixi +
n−s∑
j=1

bjyj ∈ N(A)
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但是 (x1, . . . , xs) 与 (y1, . . . , yn−s) 是线性无关的，所以只能是 bj = 0, (j = 1, . . . , n − s). 因
此线性无关。
其次证明可线性表示。任取 z ∈ R(A)，则存在 w ∈ Rn 使得 z = Aw. 设 w 在
(x1, . . . , xs, y1, . . . , yn−s) 这个基下可以线性表示为：

w =
s∑

i=1

cixi +
n−s∑
j=1

djyj

那么 z 可以由 (Ay1, . . . , Ayn−s) 线性表示为：

z = Aw =
s∑

i=1

ci(Axi) +
n−s∑
j=1

dj(Ayj) =
n−s∑
j=1

dj(Ayj)

注解. Gilbert Strang 的著名的四个基本子空间：

1.2 线性映射，线性变换及其矩阵表示

表示是什么？表示究其本质来说是一种映射，它把我们不熟悉或抽象的事物映射为我们熟知或
具体的事物。例如：抽象的线性空间在一个基下可表示为实或复的列向量空间。同样地，线性空间
之间的线性映射都可以表示为矩阵，这正是矩阵的代数本质所在。这就是本节所研究的内容。

定义 1.19 (线性映射). 设有数域相同的线性空间 X 到线性空间 Y 的映射 T，若满足：

• T (x+ y) = T (x) + T (y)

• T (kx) = kT (x)

则称 T 为 X 到 Y 的线性映射。

定义 1.20 (线性映射的矩阵表示). 设有 m 维线性空间 W 和 n 维线性空间 V，X = (x1, . . . , xm)，
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Y = (y1, . . . , yn) 分别是 W,V 的基。X 被 T 映射到 V 中后可以由 Y 线性表示，即：
Tx1 = a11y1 + · · ·+ an1yn
...

Txm = a1my1 + · · ·+ anmyn

写作矩阵形式为：

TX = Y


a11 · · · a1m
... . . . ...
an1 · · · anm


︸ ︷︷ ︸

A

称 A ∈ Rn×m 为 T 在基 X,Y 下的矩阵表示。

注解. 式 TX = Y A 非常重要，日后将经常使用。

定理 1.12 (向量在不同基下的表示坐标的关系). 设向量 x ∈ W 在 X 下的坐标表示为 ξ，Tx ∈ V

在 Y 下的坐标表示为 η，T 在 X,Y 下的矩阵表示为 A，那么有 η = Aξ. 可视化如下：

T : x 7→ y = T x

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
A : ξ 7→ η = A ξ

证明. Tx = T (Xξ) = (TX)ξ = (Y A)ξ = Y (Aξ) = Y η =⇒ η = Aξ

从定义 1.20 可以看见，线性映射的矩阵表示依赖于基的选取，即 A = σ(T ;X,Y ). 既然如此，
一个自然的问题就是，同一个线性映射在不同基下的矩阵表示有什么关系呢？

定理 1.13 (同一个线性映射在不同基下的矩阵表示的关系). 设 W,V 空间中的另一组基为 X ′, Y ′，
且 X ′ = XC, Y ′ = Y D，其中 C,D 为过渡矩阵（因而可逆），那么有 A′ = D−1AC. 注意其中
D ∈ Rn×n, A ∈ Rn×m, C ∈ Rm×m.

证明. TX ′ = T (XC) = (TX)C = (Y A)C = Y ′D−1AC = Y ′A′ =⇒ A′ = D−1AC

定义 1.21 (线性映射的复合). 设 S :W → V, T : V → U，定义它们的复合为 (T ◦S)(x) = T (S(x)).
显然，线性映射的复合仍为线性映射。

定理 1.14 (复合线性映射的矩阵表示). 设 W,V,U 下各有基 X,Y, Z，在这些基下 S, T 的矩阵表示
分别为：A = σ(S;X,Y )，B = σ(T ;Y, Z)，则复合映射 T ◦ S 的矩阵表示为 BA.

证明. (T ◦ S)(X) = T (S(X)) = T (Y A) = (TY )A = (ZB)A = Z(BA)

注释. 可以看见 BA 只与 X,Z 有关，与 Y 无关，即 BA = σ(T ◦ S;X,Z). 事实上，我们可以选取
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V 的另一组基证明这一点：设 Y ′ 也是 V 的基且 Y = Y ′C，那么：

SX = Y A = (Y ′C)A = Y ′(CA) = Y ′A′ =⇒ CA = A′

TY = T (Y ′C) = (TY ′)C = (ZB′)C = Z(B′C) = ZB =⇒ B′C = B

因此 BA = (B′C)A = B′(CA) = B′A′.

定理 1.15. 设 T 为线性空间 W 到线性空间 V 的线性映射，则 W 内的线性子空间 W1 在 V 中的
象 V1 为 V 的线性子空间。反之，V 中的线性子空间 V1 的逆象 T−1(V1) = {x | ∃y ∈ V1, y = Tx}
也是 W 中的子空间。

证明. 利用子空间的定义易证（验证是否满足两条要求即可）。

定理 1.16. 设 T 为线性空间 W 到线性空间 V 的线性映射，W1,W2 为 W 内的子空间，则：

• T (W1 +W2) = T (W1) + T (W2)

• T (W1 ∩W2) ⊂ T (W1) ∩ T (W2)

定义 1.22 (线性映射的值域和核). 设有线性映射 T :W → V，则有与矩阵类似的定义：

• 值域：R(T ) = {y ∈ V | y = Tx, ∀x ∈W}
• 核：N(T ) = {x | Tx = 0, x ∈W}
• 秩：dim(R(T ))

• 亏度：dim(N(T ))

定理 1.17 (线性映射的维数公式). 设有线性映射 T :W → V，则：

dim(R(T )) + dim(N(T )) = dim(W )

证明. 可以用基扩充的方式来证明，与矩阵的维数公式类似，此处略去。

定理 1.18 (线性映射构成的空间). 设有线性映射 T1, T2 :W → V，定义加法和数乘如下：

• 加法：(T1 + T2)(x) = T1(x) + T2(x)

• 数乘：(kT1)(x) = k(T1(x))

则 W 到 V 的线性映射全体在上述加法和数乘下构成一个线性空间。

注解. 根据上文的讨论，我们知道线性映射在给定基后可以用矩阵表示。因此我们可以借助
矩阵来研究线性映射的性质，或借助线性映射来研究矩阵的性质。例如下面的定理。

定理 1.19 (线性映射复合的维数公式). 设 A ∈ Cm×n，B ∈ Cn×p，则：

dim(N(AB)) = dim(N(B)) + dim(N(A) ∩R(B))

dim(R(AB)) = dim(R(B))− dim(N(A) ∩R(B))
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证明. 首先证明第一个式子，依旧采用基扩充的思路。存在一组线性无关的 x1, . . . , xr ∈ Cp

使得 (Bx1, . . . , Bxr) 为 N(A) ∩R(B) 的一个基，再取 N(B) 的一个基 (y1, . . . , ys)，则只需
要证明 (x1, . . . , xr, y1, . . . , ys) 构成 N(AB) 的一个基即可。
首先证明线性无关。由于 (x1, . . . , xr) 线性无关，(y1, . . . , ys) 线性无关，因此只需要证明
yj (j = 1, . . . , s) 与 (x1, . . . , xr) 线性无关即可。这是容易的，因为 yj ∈ N(B), xi ∈ R(B)，
而 N(B) ∩R(B) = {0}.
其次，任取 z ∈ N(AB)，那么 ABz = 0. 当 Bz = 0 时，z ∈ N(B)，可以被 (y1, . . . , ys) 线性
表示；当 Bz 6= 0 时，Bz ∈ N(A) ∩R(B)，因此 Bz 可以被 (Bx1, . . . , Bxr) 线性表示，即：

Bz =
r∑

i=1

aiBxi =⇒ B

(
z −

r∑
i=1

aixi

)
= 0

但由于 z, xi /∈ N(B)，所以只能是括号内为零，即 z 可以被 (x1, . . . , xr) 线性表示。
对于第二个式子，可以类似地采用基扩充的思路证明，这里选择另一种方法。利用上一条定
理的结论，结合：

dim(R(AB)) + dim(N(AB)) = dim(R(B)) + dim(N(B)) = p

即可推出结论。

注解. 将矩阵 A,B 看作线性映射，那么这两条定理可以直观地按下图理解：

• N(AB) 包含被 B 映射到了 0 的部分和没被 B 映射到 0、但被 A 映射到 0 的部分。
• R(AB) 是没有被 B 映射到 0 的部分中，也没有被 A 映射到 0 的部分。

推论 1.20. 设 A ∈ Cm×n，B ∈ Cn×p，C ∈ Cp×q，则：

rank(A) + rank(B)− n ≤ rank(AB)

dim(R(AB)) + dim(R(BC))− dim(R(B)) ≤ dim(R(ABC))
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证明. 1) 由于：

dim(R(B))− dim(R(AB)) = dim(N(A) ∩R(B)) ≤ dim(N(A)) = n− dim(R(A))

等号成立当且仅当 N(A) ⊂ R(B). 所以：

dim(R(A)) + dim(R(B))− n ≤ dim(R(AB))

即 rank(A) + rank(B)− n ≤ rank(AB).
2) 类似地，由于：

dim(R(BC))− dim(R(ABC)) = dim(N(A) ∩R(BC))

≤ dim(N(A) ∩R(B)) = dim(R(B))− dim(R(AB))

所以：
dim(R(AB)) + dim(R(BC))− dim(R(B)) ≤ dim(R(ABC))

等号成立的条件为 N(A) ∩R(BC) = N(A) ∩R(B).

定义 1.23 (线性变换). 线性变换是从一个线性空间映射到它本身的线性映射，即 T :W →W .

定义 1.24 (线性变换的矩阵表示). 由于线性变换只涉及一个空间，所以当我们讨论线性映射的矩
阵表示时，只需选择一个基 X，即：

TX = XA

当然，我们也可以选择两个不同的基 X,Y，这时相当于把线性变换依旧视作线性映射。本课程以后
提到线性变换时都只选择一个基。

与线性映射在不同基下有不同的矩阵表示类似，线性变换在不同基下也有着不同的矩阵表示，
这引出了相似矩阵的定义。

定理 1.21 (线性变换在不同基下的矩阵表示). 设线性变换 T 在基 X 下的矩阵表示为 A，在基 X ′

下的矩阵表示为 A′，且两个基之间的关系为：X ′ = XC，那么 A′ = C−1AC.

证明.

TX ′ = T (XC) = (TX)C = (XA)C = X(AC) = X ′C−1AC = X ′A′ =⇒ A′ = C−1AC

定义 1.25 (相似矩阵). 设 A,A′ 为 n 阶矩阵，若存在可逆矩阵 C 使得：

A′ = C−1AC

则称 A 与 A′ 是相似的。

性质. 矩阵相似关系为等价关系，即满足：

• 自反性：A 和 A 相似；
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• 对称性：若 A 和 B 相似，则 B 和 A 相似；
• 传递性：若 A 和 B 相似，B 和 C 相似，则 A 和 C 相似。

注解. 可以看见，相似矩阵本质上是同一个线性变换在不同基下的表示。因此，相似等价意
义下矩阵具有的性质本质上是对应线性变换的性质。例如，我们即将看见相似矩阵的行列式
相同，本质这是因为行列式对应着线性变换对原空间的单位超立方体变换后的体积。

定义 1.26 (线性变换的多项式). 记 T 2 表示复合变换 T ◦T；类似地，记 T k = T k−1 ◦T . 进一步地，
记线性变换的多项式为 f(T ) = a0T

m + a1T
m−1 + · · ·+ am−1T + amI.

定理 1.22 (线性变换的多项式的矩阵表示). 若 T 的矩阵表示为 A，那么 T k 的矩阵表示为 Ak；进
一步地，多项式 f(T ) 的矩阵表示为 f(A).

上面定义了线性变换的多项式，自然地，我们思考能否定义线性变换的一般函数，例如 exp(T )
或 sin(T )？不过，这个问题需要 Hamilton-Cayley 定理 1.33 和第三章的相关知识，我们将在 3.2 节
中给出答案。

1.3 线性变换的表示

由于线性变换在不同基下的矩阵表示不相同，那么一个很自然的问题就是，怎样选择特殊的基
使得给定线性变换在这个基下的表示矩阵尽可能简单？换个说法，由于同一线性变换的不同矩阵
表示之间是相似关系，这个问题等价于，如何找到一个形式尽可能简单的矩阵使之相似于给定矩阵
——这就是本节的终极目标 Jordan 标准形。不过在此之前，我们首先要介绍有关特征值与特征向
量的基础知识。

定义 1.27 (矩阵的特征值与特征向量). 设 A为 n阶矩阵，若存在非零向量 x和数 λ满足 Ax = λx，
则称 λ 为矩阵 A 的特征值，x 为属于 λ 的特征向量。

定理 1.23. n 阶矩阵 A 奇异当且仅当 0 是 A 的特征值。

证明. n 阶矩阵 A 奇异 ⇐⇒ 存在 x 6= 0 使得 Ax = 0 ⇐⇒ 存在 x 6= 0 使得 Ax = 0 · x
⇐⇒ 0 是 A 的特征值。

根据特征值的定义，若 λ, x 6= 0 是矩阵 A 的特征值和对应特征向量，则有 Ax = λx，即
(λI − A)x = 0. 由于 x 6= 0，因此该方程有解当且仅当 λI − A 奇异，即 det(λI − A) = 0. 我们据
此定义特征多项式与特征方程。

定义 1.28 (特征多项式，特征方程). 设 A 为一个 n 阶矩阵，称多项式 φ(λ) = det(λI −A) 为矩阵
A 的特征多项式，方程 det(λI −A) = 0 为矩阵 A 的特征方程。

设 λ0 是特征多项式 φ(λ)的零点，那么相应方程 (λ0I−A)x = 0就有非零解，不妨设为 x0 6= 0，
于是有 Ax0 = λ0x0，即 λ0 是矩阵 A 的特征值，x0 是相应的特征向量。因此我们有结论：特征多
项式 φ(λ) 的零点就是矩阵 A 的特征值。反之，根据定义，矩阵 A 的特征值显然是特征多项式的零
点。又根据代数基本定理，n 阶多项式在复数域中必有 n 个零点（可能重合），因此为了方便起见，
我们给特征值的重数做出以下定义。

定义 1.29 (代数重数). 设 A 为一个 n 阶矩阵，λ0 为其一个特征值，称 λ0 作为特征多项式 φ(λ)

的零点的重数为它的代数重数。
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有了代数重数的定义，我们就可以直接断言：任意 n 阶矩阵在复数域中恰有 n 个特征值（可
能重复）。设这 n 个特征值为 λ1, λ2, . . . , λn（重复特征值重复写出），那么特征多项式也可以写作：

φ(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn)

基于此，通过探究特征多项式根与系数的关系，我们可以得到下述常用结论。

定理 1.24 (迹与特征值，行列式与特征值).
1) 矩阵 A 的迹等于 A 的所有特征值之和；
2) 矩阵 A 的行列式等于 A 的所有特征值之积。

证明. 设矩阵 A 的特征值为 λ1, λ2, . . . , λn，则特征多项式可写作：

φ(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn)

= λn − (λ1 + λ2 + · · ·+ λn)λ
n−1 + · · ·+ (−1)nλ1λ2 · · ·λn

另一方面，根据定义：

φ(λ) = det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 λ− a22 · · · −a2n
...

... . . . ...
−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将行列式按第一行展开，可以发现含有 λn 和 λn−1 的只有一项：

(λ− a11)(λ− a22) · · · (λ− ann)

这是因为其他项最高只到 λn−2. 因此，对比二式中 λn−1 的系数可知：

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = a11 + a22 + · · ·+ ann = tr(A)

即矩阵 A 的迹等于 A 的所有特征值之和。另外，在特征多项式中代入 λ = 0，得：

det(−A) = (−1)n det(A) = (−1)nλ1λ2 · · ·λn

因此有：
det(A) = λ1λ2 · · ·λn

即矩阵 A 的行列式等于 A 的所有特征值之积。

定理 1.25. 相似矩阵有相同的特征多项式。

证明. 设 A 与 B 相似，则存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP = B，于是：

det(λI −B) = det(P−1(λI)P − P−1AP ) = det(P−1(λI −A)P )

= det(P−1) det(λI −A) det(P ) = det(λI −A)
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即 A 与 B 的特征多项式相同。

推论 1.26. 相似矩阵的特征值相同、迹相同、行列式相同。

定理 1.27 (AB 和 BA 有相同的非零特征值). 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m，记 AB 的特征多项式为
φAB(λ)，BA 的特征多项式为 φBA(λ)，则：

λnφAB(λ) = λmφBA(λ)

即 AB 和 BA 有相同的非零特征值。

证明. 由于： [
Im 0

−B In

][
Im A

0 λIn

][
λIm −AB 0

B In

]
=

[
Im A

0 λIn −BA

]

等式两边取行列式即得证。

更直接的证明方法. 设 λ, x 为 AB 的特征值和特征向量，即 ABx = λx，那么左乘 B 得到：

(BA)(Bx) = λ(Bx)

也就是说 λ 和 Bx 是 BA 的特征值和特征向量。

推论 1.28. 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m，则 tr(AB) = tr(BA)，det(AB) = det(BA).

推论 1.29. 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p, C ∈ Fp×m，则 tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB). 以此类推，
对于更多矩阵相乘的情形有类似的轮换性质。

定理 1.30 (特征向量的线性无关性). 设 A为矩阵，λ1, . . . , λs 为 A的互不相同的特征值，x1, . . . , xs
是分别属于这些特征值的特征向量，那么 x1, . . . , xs 线性无关。

证明. 考虑数学归纳法。首先，单个特征向量 x1 线性无关；其次，假设 x1, . . . , xs−1 线性无
关，设

∑s
i=1 kixi = 0，用 A 左乘上式得：

s∑
i=1

kiAxi =
s∑

i=1

kiλixi = 0

根据上面两个式子消去 xs，得：

s−1∑
i=1

ki(λi − λs)xi = 0

根据归纳假设，有 ki(λi − λs) = 0；又特征值互不相同，故 ki = 0 (i = 1, . . . , s − 1). 进而
ks = 0.

定理 1.31 (特征向量的线性无关性-续). 设 A 为矩阵，λ1, . . . , λk 为 A 的互不相同的特征值，
xi1, . . . , xiri 是属于 λi 的线性无关特征向量，那么 x11, . . . , x1r1 , . . . , xk1, . . . , xkrk 线性无关。
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证明. 设
∑k

i=1

∑ri
j=1 kijxij = 0，记 xi =

∑ri
j=1 kijxij，左乘 A 得：

Axi =

ri∑
j=1

kijAxij =

ri∑
j=1

kijλixij = λixi

假设 xi 6= 0，则 xi 是 A 属于 λi 的特征向量，又由于
∑k

i=1 xi = 0，根据定理 1.30 知 xi = 0，
矛盾，因此只能有 xi = 0. 由线性无关性可知，所有的 kij = 0.

定理 1.32. 任意 n 阶矩阵都与一个上三角矩阵相似。

证明. 考虑数学归纳法。设 A 是一个 n 阶矩阵，x1 为 A 的特征值 λ 对应的特征向量。将 x1

扩充为 Cn 的一个基 (x1, . . . , xn)，那么 Axi 都可以被这个基线性表示：

Ax1 = b11x1 + b21x2 + · · ·+ bn1xn = λx1

Ax2 = b12x1 + b22x2 + · · ·+ bn2xn
...

Axn = b1nx1 + b2nx2 + · · ·+ bnnxn

写作矩阵形式：

AX = XB = X


λ b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
0 bn2 · · · bnn

 = X

[
λ αT

0 B1

]

根据归纳假设，设 B1 = QUQ−1 且 U 是上三角矩阵，那么：

AX = X

[
λ αT

0 QUQ−1

]
= X

[
1 0

0 Q

][
λ αT

0 U

][
1 0

0 Q−1

]

所以 A 相似于上三角矩阵

[
λ αT

0 U

]
.

定义 1.30 (零化多项式). 设 A 是一个 n 阶矩阵，若多项式 f(x) 使得 f(A) = 0，则称 f(x) 为矩
阵 A 的一个零化多项式。

定理 1.33 (Hamilton-Cayley 定理). 设 A 是一个 n 阶矩阵，则 A 的特征多项式是其零化多项式。
形式化地说，设：

φ(λ) = det(λI −A) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an

则：
φ(A) = An + a1A

n−1 + · · ·+ an−1A+ anIn = 0

证明. 考虑数学归纳法。首先，当 n = 1 时，定理显然成立；其次，设定理对 n − 1 阶矩阵
成立，下面证明对 n 阶矩阵依然成立。设 A 的 n 个特征值为 λ1, . . . , λn，根据定理 1.32 的
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证明过程可知，A 相似于：

R =

[
λ1 αT

0 U

]
即存在可逆矩阵 P 使得 A = P−1RP，其中 U 为上三角矩阵。由于相似矩阵有相同的特征
值，所以 λ1, . . . , λn 也是 R 的特征值。容易知道 λ2, . . . , λn 是 U 的特征值。又因为：

φ(A) = φ(P−1RP ) =
n∑

i=0

an−i(P
−1RP )i =

n∑
i=0

an−iP
−1RiP = P−1φ(R)P

所以要证明 φ(A) = 0，只需要证明 φ(R) = 0.

φ(R) = (R− λ1In) · · · (R− λnIn)

=

[
λ1 − λ1 αT

0 U − λ1In−1

]
· · ·

[
λn − λ1 αT

0 U − λnIn−1

]

=

[
0 αT

0 U − λ1In−1

][∏n
j=2(λj − λ1) βT

0
∏n

j=2(U − λjIn−1)

]

=

[
0 0

0 (U − λ1In−1)
∏n

j=2(U − λjIn−1)

]

根据归纳假设，
∏n

j=2(U − λjIn−1) = 0，因此上式为 0.

推论 1.34. 对于 n 阶矩阵 A，{An, An−1, . . . , A, In} 线性相关。

推论 1.35. 任何一个 n 阶可逆矩阵 A 的逆可表示为 A 的次数不超过 n− 1 的多项式，即：

A−1 = g(A) = a1A
n−1 + a2A

n−2 + · · ·+ an−1A+ anIn

定义 1.31 (最小多项式). 零化多项式中，称次数最低的首项系数为 1 的零化多项式 m(λ) 为最小
多项式。（注意这里 λ 只是一个变量符号，不是特征值的意思）

定理 1.36. 最小多项式可以整除任意其他首项系数为 1 的零化多项式 ψ(λ)，且是唯一的。

证明. 作多项式除法：ψ(λ) = m(λ)p(λ) + r(λ)，其中 r(λ) 的次数小于 m(λ) 的次数。由
于 ψ(A) = m(A) = 0，故 r(A) = 0，但由于 m(λ) 是次数最小的零化多项式，所以只能是
r(λ) = 0. 因此 m(λ) | ψ(λ).

定理 1.37. 矩阵 A 的最小多项式 m(λ) 和特征多项式 φ(λ) 零点相同（重数可以不同）。换句话说，
m(λ) 的零点就是特征值，只是与 φ(λ) 的次数不同。

证明. 根据定理 1.36，φ(λ) = m(λ)p(λ)，所以 m(λ) = 0 =⇒ φ(λ) = 0. 因此现在只需证明
φ(λ) = 0 =⇒ m(λ) = 0. 设 φ(λ0) = 0，Ax0 = λ0x0，则 m(A)x0 = m(λ0)x0 = 0，由于
x0 6= 0，所以 m(λ0) = 0.

注释. 显然，如果矩阵 A 的最小多项式次数为 m，那么 {Am−1, . . . , A, In} 线性无关，但再加入一
个 Am 就线性相关了。
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本节至此我们都是站在矩阵的角度分析其特征值和特征向量，而前文我们提到过，借助线性变
换来研究矩阵是非常重要的手段。基于这种思想，下面我们引入线性变换的特征值和特征向量，进
而引入特征子空间和不变子空间的概念，最终得到著名的 Jordan 标准形。

定义 1.32 (线性变换的特征值与特征向量). 设 T 是一个线性变换，若存在非零向量 x 和数 λ 满足
Tx = λx，则称 λ 为 T 的特征值，x 为属于 λ 的特征向量。

定理 1.38 (线性变换的特征值和特征向量与矩阵的特征值和特征向量). 设 X 为线性空间中的一个
基，线性变换 T 在该基下的矩阵表示为 A. 若 λ 为 T 的一个特征值，对应特征向量 x 在基 X 下
的坐标表示为 ξ，则 λ 是 A 的特征值，ξ 是对应的特征向量。

证明. 由题意有 x = Xξ, TX = XA, Tx = λx，因此：Tx = T (Xξ) = (TX)ξ = XAξ

Tx = λx = λXξ = X(λξ)
=⇒ Aξ = λξ

即 λ 是 A 的特征值，ξ 是对应的特征向量。

注解. 线性变换的特征值和其矩阵表示的特征值是一样的，而特征向量的关系就是在选取的
那个基下的坐标关系。

基于上述结论，我们发现矩阵的特征值在本质上其实是背后的线性变换的性质，于是前文定理
1.25 所述的“相似矩阵有相同的特征值”有了更直观简单的解释：相似矩阵是同一个线性变换的不
同矩阵表示，其特征值就是线性变换的特征值，因此显然都是相同的。

定义 1.33 (特征子空间). 设 T 为线性变换，λ0 为 T 的一个特征值，则称 λ0I − T 的核空间（I 表
示恒等变换）为 T 属于 λ0 的特征子空间：

Vλ0
= N((λ0I − T )) = {x | (λ0I − T )x = 0}

注释. 根据定义，若 x ∈ Vλ0
，则 x 是属于 λ0 的特征向量。

定义 1.34 (几何重数). 设 T 为线性变换，λ0 为 T 的一个特征值，称 dimVλ0
为它的几何重数。

定理 1.39 (代数重数 ≥ 几何重数). 设 T 为线性空间 V 上的线性变换，λ0 为 T 的一个特征值，则
其代数重数大于等于几何重数。

证明. 设几何重数 dimVλ0
= q，取 Vλ0

的基 x1, . . . , xq，将其扩充为 V 的基 x1, . . . , xq, . . . , xn.
由于对 i = 1, 2, . . . , q，有 Txi = λ0xi，因此 T 在基 x1, . . . , xq, . . . , xn 下的矩阵表示为：

A =



λ0 · · · 0
... . . . ... A12

0 · · · λ0

O A22
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于是特征多项式为：

φ(λ) = det(λI −A) = (λ− λ0)
q det(λIn−q −A22)

故代数重数至少为 q.

定义 1.35 (不变子空间). 若线性空间 V 的线性子空间 V1 对线性变换 T 保持不变，即：∀x ∈ V1，
有 Tx ∈ V1，则称 V1 是 T 的不变子空间。这时 T 可以看作 V1 上的线性变换，称为 T 在 V1 上的
限制 T |V1. 但值得注意的是，T 和 T |V1 是不同的线性变换（它们的输入维度都不同）。

性质. 不变子空间的和与交也是不变子空间。

证明. 设 V1, V2都是 T 的不变子空间，则对于 z ∈ V1+V2，存在 x ∈ V1, y ∈ V2使得 z = x+y，
并且 Tx ∈ V1, T y ∈ V2，于是 Tz = T (x+ y) = Tx+ Ty ∈ V1 + V2. 另外，对于 z ∈ V1 ∩ V2，
由于 Tz ∈ V1, T z ∈ V2，故 Tz ∈ V1 ∩ V2.

性质. 线性变换 T 的值域 R(T ) 和核 N(T ) 都是 T 的不变子空间。

证明. 对 ∀x ∈ R(T )，Tx ∈ R(T )，故 R(T ) 是 T 的不变子空间；对于 ∀x ∈ N(T )，Tx =

0 ∈ N(T )，故 N(T ) 是 T 的不变子空间。

性质. 设 f(t) 为一多项式，则 T 的不变子空间也是 f(T ) 的不变子空间。

证明. 设 V1 是 T 的不变子空间，即 ∀x ∈ V1，有 Tx ∈ V1. 那么 T 2x = T (Tx) ∈ V1，以此类
推有 f(T )(x) ∈ V1，即 V1 也是 f(T ) 的不变子空间。

推论 1.40. 若 T 为可逆变换，则 T 的不变子空间也是 T−1 的不变子空间。

证明. 根据推论 1.35，T−1 可写作 T 的多项式，故可得结论。

推论 1.41. 特征子空间为不变子空间。

证明. 注意到 λI−T 是 T 的多项式，故特征子空间 Vλ = N(λI−T )为 T 的不变子空间。

定理 1.42. 设 T 为一个线性变换，x 为 T 的特征向量，则 L(x) = {z | z = kx, k ∈ C} 为 T 的一
维不变子空间。
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证明. 对于 z ∈ L(x)，由于 z 是 T 的特征向量，因此存在 λ ∈ C 使得 Tz = λz ∈ L(x)，故
L(x) 是 T 的不变子空间。

基于不变子空间的概念，下面引入分块对角化与对角化。

定理 1.43 (分块对角化). 设 T 是线性空间 V n 上的线性变换，假若 V n 可以分解为 s 个 T 的不变
子空间的直和：

V n = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs

则 T 在 V n 的某个基下的矩阵表示为分块对角矩阵：

A =


A1

. . .
As


反之，若 T 在基 X = (X1, . . . , Xs) 下的矩阵表示为分块对角矩阵，则 V n 可分解为 s 个不变子空
间的直和。

证明. 设 V n 可以分解为 s 个不变子空间的直和，在每个不变子空间 Vi 中选取一个基 Xi =

(xi1, . . . , xini
), (i = 1, . . . , s)，将它们合并构成 V n 的基 X = (X1, . . . , Xs)，则显然 T 在这个

基下的矩阵表示为一个分块对角矩阵。反之，若 T 在基 X = (X1, . . . , Xs) 下的矩阵表示为
分块对角矩阵，那么根据定义容易知道 Xi 张成的子空间 Vi 是 T 的不变子空间，且 V n 是
它们的直和。

定义 1.36 (可对角化). 若线性空间 V n 上的线性变换 T 在 V n 的某个基下的表示矩阵为对角阵，
则称 T 是可对角化的。

定理 1.44 (可对角化的充要条件). 设 T 为 V n 上的线性变换，则：

T可对角化 ⇐⇒ 存在一组特征向量构成的基

⇐⇒ 有 n 个线性无关的特征向量

⇐⇒ 各个特征值的代数重数和几何重数相等
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证明. 根据定义易知，每个特征向量张成的一维子空间都是一个一维不变子空间。因此，当
T 有 n 个线性无关的特征向量时（这些特征向量构成了一组基），V n 就可以写作这些特征向
量分别张成的一维不变子空间的直和。于是根据定理 1.43，T 在这些特征向量构成的基下的
矩阵表示为对角阵。

推论 1.45 (可对角化的充分条件). 若 T 有 n 个不同特征值，则 T 可对角化。

证明. 根据定理 1.30 可知 T 有 n 个线性无关的特征向量，因此 T 可对角化。

至此我们初步回答了本节开头提出的问题。如果线性变换存在一组特征向量构成的基，那么在
这个基下它的表示矩阵就是我们所期望的最简单的对角阵形式。然而，并不是所有矩阵都有 n 个线
性无关的特征向量，所以现在我们必须回到分块对角化的形式上继续研究。注意分块对角化的前提
假设是“空间可以分解为若干不变子空间的直和”，那这个假设是否总是成立呢？下面的定理告诉
我们，这个假设不仅成立，而且这些不变子空间与特征值息息相关。

定理 1.46 (基于不变特征子空间的直和分解). 设 T 是线性空间 V n 上的线性变换，任取 V n 的一
个基，T 在该基下的矩阵为 A，T 的特征多项式为：

φ(λ) = det(λI −A) = (λ− λ1)
m1(λ− λ2)

m2 · · · (λ− λs)
ms

其中 m1 +m2 + · · ·+ms = n，注意 λ1, λ2, . . . , λs 可以重复，则 V n 可分解为不变子空间的直和：

V n = N1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Ns

其中 Ni = {x | (λiI − T )mix = 0} 是线性变换 (λiI − T )mi 的核空间。

基于该定理，若在每个 N((λiI − T )mi) 中取一个基，则 T 在这些基下的矩阵表示是一个分块
对角矩阵。这就引出了 Jordan 标准形的概念。

定义 1.37 (Jordan 块). 形如下式的矩阵称作 Jordan 块。

J(λ) =



λ 1

λ 1
. . . . . .

λ 1

λ


定义 1.38 (Jordan 标准形). 由若干 Jordan 块构成的形如下式的分块对角矩阵称作 Jordan 标准
形。

J =


J1(λ1)

J2(λ2)
. . .

Js(λs)


定理 1.47. 存在一种 A 的特征多项式的分解：

φ(λ) = det(λI −A) = (λ− λ1)
m1(λ− λ2)

m2 · · · (λ− λs)
ms
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其中 m1 +m2 + · · ·+ms = n，注意 λ1, λ2, . . . , λs 可以重复，使得 A 相似于一个 Jordan 标准形：

P−1AP = J

且除了 Jordan 块的排列顺序以外 Jordan 标准形唯一。

Jordan 标准形有什么优点呢？我们已经看到，任意 n 阶矩阵都能相似于一个上三角矩阵，但
是上三角矩阵太多太复杂了，不便于研究；另一方面，虽然对角矩阵足够简单，但不是所有矩阵都
能相似于一个对角矩阵（需要有 n 个线性无关的特征向量）；而 Jordan 标准形形式上比上三角矩
阵简单，同时所有矩阵都能相似于一个 Jordan 标准形，因此兼具了上三角矩阵与对角矩阵的优点。
不过为了计算 Jordan 标准形，我们还需要解决一个问题——特征多项式的分解不唯一，究竟

怎么分解才对呢（注意定理 1.47 只说明了存在，没有给出构造）？比如 (λ − 1)4 既可以分解成
(λ− 1)(λ− 1)3，也可以分解成 (λ− 1)2(λ− 1)2. 下面的基于多项式矩阵（λ 阵）的初等变换法给出
了一种计算方法。

Jordan 标准形的计算方法：

1. 写出 A 的特征矩阵 λI −A；
2. 计算特征矩阵的行列式因子：Di(λ) 表示所有 i 阶子式的最大公因式；
3. 计算不变因子：di(λ) = Di(λ)/Di−1(λ)；其中 D0(λ) = 1；
4. 计算初等因子组：将每个不变因子化为不可约因式，这些不可约因式称为初等因子，全体初等
因子称为初等因子组；

5. 写出 Jordan 标准形：一个初等因子对应一个 Jordan 块，初等因子次数就是 Jordan 块阶数。

例 1.7. 设 d1(λ) = (λ− 2)2(λ− 3), d2(λ) = (λ− 2)2(λ− 3)5，则初等因子组为 {(λ− 2)2, (λ−
3), (λ− 2)2, (λ− 3)5}. 注意其中第一个 (λ− 2)2 来自 d1(λ)，第二个 (λ− 2)2 来自 d2(λ).

Jordan 标准形变换矩阵的计算方法：上面求出了 Jordan 标准形 J，现在求解变换矩阵 P . 由于
P−1AP = J，所以 AP = PJ . 鉴于 J 是分块对角矩阵，所以只需要一块一块考虑即可：APi =

PiJi(λi)，其中 Pi 是 P 的对应列。显式地写出来：

A(p1, p2, · · · , pm) = (p1, p2, · · · , pm)


λi 1 · · · 0

0 λi · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λi


于是： 

Ap1 = λip1

Ap2 = p1 + λip2

Ap3 = p2 + λip3
...

Apm = pm−1 + λipm

=⇒



(λiI −A)p1 = 0

(λiI −A)p2 = −p1

(λiI −A)p3 = −p2
...

(λiI −A)pm = −pm−1

事实上这里 p1 是 A 的特征向量，p2, . . . , pm 是 A 的广义特征向量。也就是说，由于 λi 的几何重
数小于代数重数，所以找不到 m 个特征向量，只能用广义特征向量填补。
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定理 1.48 (Jordan 标准形与最小多项式). 对于特征值 λi，其在最小多项式中的次数等于属于 λi

的 Jordan 块的最高阶数。

定理 1.49 (Jordan标准形与几何重数). 对于特征值 λi，其几何重数等于属于 λi 的 Jordan块个数。

例 1.8. 考察矩阵：

A =



1 1

1 1

1

1 1

1

−1 1

−1

−1


可以看到 λ = 1 有一个 3 阶和一个 2 阶的 Jordan 块，所以最小多项式中 (λ − 1) 的次数为
3；同理，(λ+ 1) 的次数为 2. 于是：

m(λ) = (λ− 1)3(λ+ 1)2

另外，λ = 1 和 λ = −1 都有 2 个 Jordan 块，因此它们的几何重数都是 2.

Jordan 标准形的多项式：我们知道相似对角化的一个重要作用就是简化 Ak 的计算：

A = PΛP−1 =⇒ Ak = PΛkP−1

而对于无法相似对角化的矩阵而言，Jordan 标准形也起到了类似的作用：

A = PJP−1 =⇒ Ak = PJkP−1

因此我们现在需要关注 Jk 的计算。由于 J 是分块对角矩阵，所以我们只需要逐个考虑每一块即可。
将 J(λ) 写作：

J(λ) = λIr×r + L, L =



0 1

0 1
. . . . . .

0 1

0


r×r

其中 L 是一个幂零矩阵，满足 Lr = 0 而 Lr−1 6= 0. 于是：

J(λ)k =
k∑

i=0

(
k

i

)
λk−iLi =

k∑
i=0

k(k − 1) · · · (k − i+ 1)

i!
λk−iLi

=
k∑

i=0

1

i!
(λk)(i)Li =

min(k,r−1)∑
i=0

1

i!
(λk)(i)Li
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更进一步，对于多项式 f(x) =
∑s

k=0 akx
k，有：

f(J(λ)) =
s∑

k=0

akJ(λ)
k =

s∑
k=0

ak

min(k,r−1)∑
i=0

1

i!
(λk)(i)Li

=
s∑

i=0

1

i!

(
s∑

k=i

akλ
k

)(i)

Li =
s∑

i=0

1

i!

(
s∑

k=0

akλ
k

)(i)

Li

=
s∑

i=0

1

i!
(f(λ))

(i)
Li

=



f(λ) f ′(λ) f ′′(λ)
2!

f ′′′(λ)
3!

· · · f(r−1)(λ)
(r−1)!

f(λ) f ′(λ) f ′′(λ)
2!

· · · f(r−2)(λ)
(r−2)!

f(λ) f ′(λ) · · · f(r−3)(λ)
(r−3)!

. . . . . . ...
f(λ) f ′(λ)

f(λ)


r×r

1.4 欧式空间和酉空间

欧氏空间（内积空间）是定义了内积运算的实数域 R 上线性空间。

定义 1.39 (内积，欧式空间). 设 V 是实数域 R 上的线性空间，对 V 中任意 x 和 y, 按某种规则定
义一个实数，用 (x, y) 表示，且满足下列四个条件：

1. 交换律：(x, y) = (y, x)

2. 分配律：(x, y + z) = (x, y) + (x, z)

3. 齐次性：(kx, y) = k(x, y), ∀k ∈ R
4. 非负性：(x, x) ≥ 0，当且仅当 x = 0 时 (x, x) = 0

则称 (x, y) 为 x 与 y 的内积，V 为欧氏空间或实内积空间。

注解. 任意线性空间上都可以定义内积，但是不唯一。一种较为简单的定义方式是根据坐标
定义内积（见下文）。

性质. (x, ky) = k(x, y)

性质. (x, 0) = (0, x) = 0

性质 (线性性).
(∑n

i=1 ξixi,
∑n

j=1 ηjyj

)
=
∑n

i=1

∑n
j=1 ξiηj(xi, yj)

例 1.9. 考虑例 1.4 中定义的线性空间 (Rn,R,⊕,�)：

x⊕ y = ((x31 + y31)
1/3, (x32 + y32)

1/3 . . . , (x3n + y3n)
1/3)T

k � x = k1/3x

定义内积为：
(x, y) = (x1 · y1)3 + · · ·+ (xn + yn)

3
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例 1.10. 考虑例 1.5 中定义的线性空间 (R+,R,⊕,�)：

x⊕ y = x · y

k � x = xk

定义内积为：
(x, y) = logx · log y

例 1.11. 对于例 1.10中的一维空间，可以通过笛卡尔积将其扩充为多维空间 V = R+×R+×
· · · × R+，定义加法和数乘为：

x⊕ y = (x1 · y1, x2 · y2, . . . , xn · yn)T

k � x = (xk1 , x
k
2 , . . . , x

k
n)

T

定义内积为：
(x, y) = logx1 · log y1 + logx2 · log y2 + · · ·+ logxn · log yn

例 1.12 (根据坐标定义内积). 设 X 为 V 上的一个基，向量 x, y ∈ V 在该基下的坐标分别
为 α = (α1, . . . , αn)

T , β = (β1, . . . , βn)
T，则可以定义内积为：

(x, y) = α1β1 + · · ·+ αnβn = αTβ

容易验证这确实满足内积的 4 个条件。注意这种定义方式与基的选取有关，可以推导不同
基下这样定义的内积之间的关系。设 X ′ = XC，x, y 在 X ′ 下的坐标为 α′, β′，那么有：
α′ = C−1α, β′ = C−1β，于是：

(x, y)′ = (α′)Tβ′ = αT (C−1)TC−1β = αTA−1β

其中 A = CCT 为正定矩阵。

注解. 这门课上内积是一个抽象的概念，只有在上述坐标定义下可以写作 αTβ 的形式，否则
只能写成 (x, y) 的形式。

定义 1.40 (长度/模/由内积诱导的范数). 称非负实数 ‖x‖ =
√
(x, x) 为向量 x 的长度或模，也称

由内积诱导的范数。

定义 1.41 (夹角). 定义非零向量 x 和 y 的夹角为：〈x, y〉 = arccos (x, y)

‖x‖‖y‖

定义 1.42 (Gram 矩阵). 设有向量组 X = (x1, . . . , xn)，称矩阵：

Gram(x1, . . . , xn) = [(xi, xj)]ij

为 X 的 Gram 矩阵。

定义 1.43 (基于 Gram 矩阵的线性无关判别定理). x1, . . . , xn 线性无关的充要条件是它们组成的
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Gram 矩阵非奇异。

证明. 设 a1x1 + · · ·+ anxn = 0，与 xk 做内积得：

a1(xk, x1) + · · ·+ an(xk, xn) = 0, k = 1, . . . , n

写作矩阵形式：

Gram(x1, . . . , xn)


a1
...
an

 = 0

这是一个关于 a1, . . . , an 的齐次线性方程，所以：

Gram 矩阵非奇异 ⇐⇒ (a1, . . . , an)
T 只有零解 ⇐⇒ x1, . . . , xn 线性无关

定理 1.50. 设向量组 X = (x1, . . . , xn) 与向量组 Y = (y1, . . . , yn) 的 Gram 矩阵分别是 A =

Gram(X), B = Gram(Y )，且 Y = XC（即 C 是 Y 在向量组 X 下的表示矩阵），则：

B = CTAC

证明.

Bij = (yi, yj) =

(
n∑

k=1

ckixk,
n∑

l=1

cljxl

)
=

n∑
k=1

n∑
l=1

ckiclj(xk, xl) =
n∑

k=1

n∑
l=1

ckiAklclj

写作矩阵形式就是 B = CTAC.

定义 1.44 (合同). 设 A,B 为 n 阶矩阵，若存在矩阵 C 使得：

B = CTAC

则称 A 与 B 合同。

定理 1.51 (Schwarz 不等式).
|(x, y)| ≤ ‖x‖‖y‖

证明. 设有向量组 X = (x1, . . . , xm)，设 y 可由它们线性表示：y =
∑m

i=1 λixi，则：

F (λ) = ‖y‖2 = (y, y) =

(
m∑
i=1

λixi,
m∑
j=1

λjxj

)
=

m∑
i=1

m∑
j=1

λiλj(xi, xj) = λTGram(X)λ ≥ 0

由于二次型 F (λ) 非负，故 Gram(X) 半正定，故 det(Gram(X)) ≥ 0. 特别地，取 m = 2，
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X = (x, y)，那么：

det
([

(x, x) (x, y)

(y, x) (y, y)

])
= (x, x)(y, y)− (x, y)(y, x) ≥ 0

化简即得 Schwarz 不等式。

例 1.13. 设 x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn，则根据 Schwarz 不等式有：

|x1y1 + · · ·+ xnyn|2 ≤ (x21 + · · ·+ x2n)(y
2
1 + · · ·+ y2n)

例 1.14. 设 f, g 为 [−1, 1] 上的实值连续函数，则根据 Schwarz 不等式有：

∣∣∣∣∫ 1

−1

f(x)g(x)dx
∣∣∣∣2 ≤ (∫ 1

−1

f2(x)dx
)(∫ 1

−1

g2(x)dx
)

定理 1.52 (三角不等式).
‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

证明.

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = (x, x) + 2(x, y) + (y, x) ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2

定理 1.53 (平行四边形恒等式).

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

证明.

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2(x, y) + ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2(x, y) = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

定理 1.54 (Reisz 表示定理). 欧氏空间 V n 中所有的线性函数都可以表示为内积的形式，即：设
l(x) 为 V n 的一个线性函数，则存在一个向量 ul ∈ V n，使得对任一 x ∈ V n 都有 l(x) = (ul, x).

证明. 取 V n 中的一个基 X = (x1, . . . , xn)，设 x =
∑n

i=1 αixi，则：

l(x) = l

(
n∑

i=1

αixi

)
=

n∑
i=1

αil(xi)
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定义内积为基 X 下坐标的内积，那么构造 ul 为对应坐标 (l(x1), . . . , l(xn)) 的向量，即：

ul = X
(
l(x1), . . . , l(xn)

)
=

n∑
i=1

l(xi)xi

那么就有 l(x) = (ul, x).

定义 1.45 (正交). 若 (x, y) = 0，则称 x 与 y 正交，记作 x ⊥ y.

定义 1.46 (正交向量组). 若欧式空间中的一组非零向量两两正交，则称之为正交向量组。

定理 1.55. 正交向量组一定线性无关。

证明. 设 (x1, x2, . . . , xn) 是一个正交向量组，且 α1x1 + α2x2 + · · ·αnxn = 0，则：

(α1x1 + α2x2 + · · ·αnxn, x1) = α1(x1, x1) + α2(x2, x1) + · · ·+ αn(xn, x1) = α1(x1, x1) = 0

由于 x1 6= 0，故 α1 = 0；同理可得 α1 = α2 = · · · = αn = 0，故 x1, x2, . . . , xn 线性无关。

定义 1.47 (正交基，标准正交基). 在欧式空间 V n 中，n 个正交向量组成的极大线性无关组构成
V n 的正交基；由单位向量组成的正交基称作标准正交基。

定理 1.56 (任意欧式空间中都存在一组正交基). 对 V n 中的任意一个基 (x1, x2, . . . , xn)，存在一组
正交基 (y1, y2, . . . , yn) 满足：

L(x1, x2, . . . , xi) = L(y1, y2, . . . , yi), ∀i = 1, 2, . . . , n

证明过程就是 Gram-Schmidt 正交化过程。

Gram-Schmidt 正交化过程：
1) 首先做正交化：

y1 = x1

y2 = x2 −
(x2, y1)

(y1, y1)
y1

y3 = x3 −
(x3, y1)

(y1, y1)
y1 −

(x3, y2)

(y1, y2)
y2

· · ·

yi = xi −
i−1∑
k=1

(xi, yk)

(yk, yk)
yk

· · ·

2) 然后做归一化：
zi =

yi
‖yi‖

, i = 1, . . . , n
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证明. 正交性：数学归纳法，假设前 y1, . . . , yi−1 两两正交，那么对于 j = 1, . . . , i− 1，有：

(yi, yj) =

(
xi −

i−1∑
k=1

(xi, yk)

(yk, yk)
yk, yj

)

= (xi, yj)−

(
i−1∑
k=1

(xi, yk)

(yk, yk)
yk, yj

)

= (xi, yj)−
i−1∑
k=1

(xi, yk)

(yk, yk)
(yk, yj)

= (xi, yj)−
(xi, yj)

(yj , yj)
(yj , yj)

= 0

即 yi ⊥ yj . 根据归纳法，y1, . . . , yn 两两正交。

定义 1.48 (子空间的正交性). 设 V n 的两个子空间 V1, V2 满足：∀x ∈ V1, ∀y ∈ V2，(x, y) = 0，称
V1 与 V2 正交。

定义 1.49 (正交补). 设 V1 为欧式空间 V n 的子空间，则定义其正交补为：

V ⊥
1 = {x | (x, y) = 0, ∀y ∈ V1, x ∈ V n}

定理 1.57. 设 V1 为欧式空间 V n 的子空间，则：

V1 ⊕ V ⊥
1 = V n

证明. 显然有 V1 ∩ V ⊥
1 = {0} 且 V1 + V ⊥

1 ⊂ V n，故只需证明 V1 + V ⊥
1 ⊃ V n. 设 V1 的一个正

交基为 (x1, . . . , xr)，任取 z ∈ V n，设 x =
∑r

i=1(z, xi)xi，则只需证 y = z − x ∈ V ⊥
1 ，即证

(y, xi) = 0.

(y, xi) = (z − x, xi) =

(
z −

n∑
j=1

(z, xj)xj , xi

)

= (z, xi)−
n∑

i=1

(z, xj)(xj , xi) = (z, xi)− (z, xi) = 0

定理 1.58. 对任意矩阵 A ∈ Rm×n，有：

R⊥(A) = N(AT ), R(A)⊕N(AT ) = Rm

R⊥(AT ) = N(A), R(AT )⊕N(A) = Rn

证明. 设 A = (a1, . . . , an)，其中列向量 ai ∈ R(A). 设 x ∈ Rm，有：

x ∈ R⊥(A) ⇐⇒ (x, ai) = 0, i = 1, . . . , n ⇐⇒ ATx = 0 ⇐⇒ x ∈ N(AT )
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故 R⊥(A) = N(AT ). 同理可得 R⊥(AT ) = N(A). 再根据定理 1.57 可得 R(A) ⊕ N(AT ) =

Rm, R(AT )⊕N(A) = Rn.

注解. 该定理说明 R(A) 与 N(AT ) 互为正交补、R(AT ) 与 N(A) 互为正交补，即 Gilbert
Strang 的四个基本子空间图中垂直符号的意义：

定义 1.50 (正交变换). 设 V 是一个欧式空间，T 为其上的线性变换。若 T 保持 V 中任意向量 x

长度不变，即 ‖Tx‖ = ‖x‖，则称 T 为正交变换。

定理 1.59 (正交变换的等价定义). 欧式空间 V 上的线性变换 T 是正交变换的充要条件是保持内
积不变，即对任意 x, y ∈ V，有 (Tx, Ty) = (x, y).

定义 1.51 (正交矩阵). 若方阵 Q 满足：QTQ = I 或 Q−1 = QT . 即 Q 各列向量标准正交，则称 Q

为正交矩阵。

定理 1.60 (正交变换与正交矩阵). 欧式空间上的线性变换 T 为正交变换的充要条件是其在标准正
交基下的矩阵表示是正交矩阵。

证明. 设 X 为一个标准正交基，TX = XA，任取 x = Xα，则 Tx = TXα = XAα，因此：

(Tx, Tx) = (Aα)T (Aα) = αTATAα = (x, x) = αTα

⇐⇒ αT (I −ATA)α = 0

⇐⇒ ATA = I

注意. 注意定理成立必须是在标准正交基下。

性质. 正交矩阵非奇异。

性质. 正交矩阵的逆仍为正交矩阵。

性质. 正交矩阵的乘积仍为正交矩阵。

性质. 正交基变换矩阵为正交矩阵。

31



证明. 设 X,Y 为正交基，Y = XC，任取 x = Y α = XCα, y = Y β = XCβ，则：

(x, y) = αTβ = (Cα)T (Cβ) = αT (CTC)β =⇒ CTC = I

性质. 正交矩阵的特征值位于复平面的单位圆上。

证明. 设 A 为正交矩阵，Ax = λx (x 6= 0)，则两边取共轭转置得 xHAT = λ̄xH（注意 A 是
实矩阵，但其特征值和特征向量可能是复数）。于是：

xHx = xHATAx = λλ̄xHx = |λ|2xHx =⇒ |λ|2 = 1

定义 1.52 (线性映射的共轭). 设 P 是欧氏空间 W 到欧氏空间 V 的一个线性映射，Q 是 V 到 W

的一个线性映射，若对 ∀x ∈W,y ∈ V，有 (Px, y) = (x,Qy)，则称 Q 为 P 的共轭。

定理 1.61. 设 X,Y 分别是欧式空间 W,V 的标准正交基，P 是 W 到 V 的一个线性映射，Q 是 P

的共轭。设 P,Q 在 X,Y 下的矩阵表示为 A,B，则 B = AT .

证明. 由于 PX = Y A, QY = XB，所以：

(Pxj , yi) =

(
m∑

k=1

akjyk, yi

)
= aij

(xj , Qyi) =

(
xj ,

n∑
k=1

bkixk

)
= bji

由于 (Pxj , yi) = (xj , Qyi)，故 aij = bji，即 B = AT .

定义 1.53 (线性变换的共轭). 设 T 是欧氏空间 V 上的一个线性变换，若对 ∀x, y ∈ V，有 (Tx, y) =

(x, T ∗y) 成立，则称 T ∗ 为 T 的共轭。

定理 1.62. 设 T 在基 X = (x1, . . . , xn) 下的矩阵表示为 A，X 的 Gram 矩阵为 C，那么 T ∗ 在基
X 下的矩阵表示为 B = C−1ATC.
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证明. 由于 TX = XA, T ∗X = XB，所以：

(Txi, xj) =

(
n∑

k=1

akixk, xj

)
=

n∑
k=1

aki(xk, xj) =
n∑

k=1

akickj

(xi, T
∗xj) =

(
xi,

n∑
k=1

bkjxk

)
=

n∑
k=1

bkj(xi, xk) =
n∑

k=1

bkjcik

得
∑n

k=1 akickj =
∑n

k=1 bkjcik，即 ATC = CB.

定义 1.54 (实对称变换). 设 T 是欧氏空间 V 的一个线性变换，且对 V 中任意两个向量 x, y 都有
(Tx, y) = (x, Ty) 成立，则称 T 为 V 中一个实对称变换。

定理 1.63 (实对称变换与实对称矩阵). 欧氏空间中的线性变换是实对称变换的充要条件是它在标
准正交基下的矩阵为实对称矩阵。

证明. 设 X 为一个标准正交基，设 T 在 X 下的矩阵表示为 A，即 TX = XA.
必要性：由于 X 为标准正交基，故其 Gram 矩阵为 I，由于 T 本身就是自己的共轭，根据
定理 1.62 可知 A = I−1AT I = AT .
充分性：

(Txi, xj) =

(
n∑

k=1

akixk, xj

)
= aji

(xi, Txj) =

(
xi,

n∑
k=1

akjxk

)
= aij

得 aji = aij .

定理 1.64. 实对称矩阵特征值都为实数，属于不同特征值的特征向量相互正交。

证明. 设 Ax = λx (x 6= 0)，则：

xHAx = λxHx = (AHx)Hx = (Ax)Hx = (λx)Hx = λ̄xHx =⇒ λ = λ̄

故 λ ∈ R. 再设 Ay = µy (y 6= 0) 且 λ 6= µ，则：

yTAx = λyTx = (AT y)Tx = (Ay)Tx = µyTx =⇒ yTx = 0

下面我们将线性空间的数域从实数域扩展到复数域，那么相应的，欧式空间扩展为酉空间，内
积扩展为复内积，正交变换和正交矩阵扩展为酉变换和酉矩阵，实对称变换和实对称矩阵扩展为
Hermite 矩阵和 Hermite 变换。它们都有着类似的性质。

定义 1.55 (酉空间，复内积). 设 V 是复数域 C 上的线性空间，对 V 中任意 x 和 y，按某种规则
定义一个复数，用 (x, y) 表示，且满足下列四个条件:
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• 交换律：(x, y) = (y, x)

• 分配律：(x, y + z) = (x, y) + (x, z)

• 齐次性：(kx, y) = k(x, y), ∀k ∈ C
• 非负性：(x, x) ≥ 0，当且仅当 x = 0 时 (x, x) = 0

则称 (x, y) 为复内积，V 为酉空间、复欧氏空间或复内积空间。

例 1.15 (根据坐标定义复内积). 设 X 为 V 上的一个基，向量 x, y ∈ V 在该基下的坐标分
别为 α = (α1, . . . , αn)

T , β = (β1, . . . , βn)
T，则可以定义内积为：

(x, y) = α1β̄1 + · · ·+ αnβ̄n = βHα

容易验证这确实满足内积的四个条件。

注意. 注意共轭转置取在 β 上，这是为了满足齐次性而导致的。在有些教材上，齐次性写作
(x, ky) = k(x, y)，则内积相应地会变成 αHβ，共轭转置取在 α 上。

定义 1.56 (酉变换). 设 T 是酉空间 V 中的线性变换，若 T 保持长度不变，即对 V 中任意 x，有
(Tx, Tx) = (x, x)，则称 T 为 V 上的酉变换。

定理 1.65 (酉变换的等价定义). 酉空间 V 上的线性变换 T 是酉变换的充要条件是保持内积不变，
即对任意 x, y ∈ V，有 (Tx, Ty) = (x, y).

定义 1.57 (酉矩阵). 若 n 阶矩阵 A 满足 AHA = AAH = I，则称 A 为酉矩阵。

定理 1.66 (酉变换与酉矩阵). 酉变换在酉空间的标准正交基下的矩阵是酉矩阵。

性质. 酉矩阵的逆矩阵也是酉矩阵。

性质. 两个酉矩阵的乘积也是酉矩阵。

定义 1.58 (复线性映射的共轭). 设 P 是酉空间 W 到酉空间 V 的一个线性映射，Q 是酉空间 V

到酉空间 W 的一个线性映射，若对 ∀x ∈W,y ∈ V，有 (Px, y) = (x,Qy)，则称 Q 为 P 的共轭。

定理 1.67. 设 X,Y 分别是酉空间 W,V 的标准正交基，P 是 W 到 V 的一个线性映射，Q 是 P

的共轭。设 P,Q 在 X,Y 下的矩阵表示为 A,B，则 B = AH .

定义 1.59 (复线性变换的共轭). 设 T 是酉空间 V 上的一个线性变换，若对 ∀x, y ∈ V，有 (Tx, y) =

(x, T ∗y) 成立，则称 T ∗ 为 T 的共轭。

性质. 线性变换 T 的共轭仍是线性变换。

定理 1.68. 设 T 在基 X = (x1, . . . , xn) 下的矩阵表示为 A，X 的 Gram 矩阵为 C，那么 T ∗ 在基
X 下的矩阵表示为 B = C−1AHC.

定义 1.60 (Hermite 变换/酉对称变换). 设 T 为酉空间 V 上的线性变换，若满足对任意 x, y ∈ V，
都有 (Tx, y) = (x, Ty)，则称 T 为 Hermite 变换或酉对称变换。

定义 1.61 (Hermite 矩阵). 若 n 阶矩阵 A 满足 A = AH，则称 A 为 Hermite 矩阵。

定理 1.69 (Hermite 变换与 Hermite 矩阵). Hermite 变换在标准正交基下的矩阵是 Hermite 矩阵。
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定理 1.70. Hermite 矩阵的特征值都是实数，属于不同特征值的特征向量相互正交。

定理 1.71 (Schur 定理).
1) 设 A ∈ Cn×n，则存在酉矩阵 P 使得 PHAP = U，其中 U 为上三角矩阵。
2) 设 A ∈ Rn×n 且所有特征值为实数，则存在正交矩阵 Q 使得 QTAQ = U，其中 U 为上三

角矩阵。

注解. 在定理 1.32 中，我们证明了任意矩阵都相似于一个上三角矩阵。Schur 定理是该定理
的加强版，它限制用来相似化的矩阵是一个酉矩阵。Schur 定理的证明过程与定理 1.32 是类
似的，只不过基扩充时需要扩充为标准正交基，所有的可逆矩阵换成酉矩阵。

定义 1.62 (正规矩阵). 设 A ∈ Cn×n 且 AHA = AAH，称 A 为正规矩阵。

注解. 式 AHA = AAH 意味着 A 的 i, j 行内积等于 i, j 列内积。因此，前面提到的正交矩
阵、对称矩阵、酉矩阵、Hermite 矩阵都是正规矩阵。

定理 1.72 (正规矩阵的充要条件).
1) 设 A ∈ Cn×n，则 A 为正规矩阵的充要条件为 A 酉相似于对角矩阵，即存在酉矩阵 P 使得

PHAP = D，其中 D 为对角矩阵。
2) 设 A ∈ Rn×n 且所有特征值为实数，则 A 为正规矩阵的充要条件为 A 正交相似于对角矩阵，

即存在正交矩阵 Q 使得 QTAQ = D，其中 D 为对角矩阵。

证明. 只证明 1)，2) 类似可证。充分性易证；对于必要性，根据 Schur 定理 1.71，A 酉相似
于一个上三角矩阵：PHAP = U . 容易证明，A 正规 ⇐⇒ U 正规，于是 UHU = UUH，故
U 只能是对角矩阵。

推论 1.73. 实对称矩阵正交相似于对角矩阵。
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2 范数理论及其应用

2.1 向量范数

定义 2.1 (向量范数). 设 V 是数域 F 上的线性空间，对 V 的任一向量 x，定义实值函数 ‖x‖，满
足：

1. 非负性：‖x‖ ≥ 0，且 ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

2. 齐次性：‖kx‖ = |k|‖x‖, k ∈ F, x ∈ V

3. 三角不等式：‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, x, y ∈ V

注释. |k| 表示 k 的绝对值（F = R）或模长（F = C）。

注解. 在第一章中，由定义 1.40 给出的范数称作由内积诱导的范数。而根据本节的定义，范
数并不一定是由内积诱导而来的。事实上，可以证明平行四边形恒等式 1.53 是一个范数可以
由内积诱导而来的充要条件。

性质. 当 ‖x‖ 6= 0 时，
∥∥∥ x

∥x∥

∥∥∥ = 1.

性质. ∀x ∈ V, ‖ − x‖ = ‖x‖.

性质. ∀x, y ∈ V, ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖.

证明. ‖x‖ = ‖(x− y) + y‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y‖.

性质 (范数是凸函数). 对 0 ≤ λ ≤ 1，有 ‖(1− λ)x+ λy‖ ≤ (1− λ)‖x‖+ λ‖y‖.

性质 (范数的乘法). 若 ‖ · ‖ 是 V 上的向量范数，则 k‖ · ‖ 仍然为向量范数，其中 k > 0.

定理 2.1 (范数的复合). 设 ‖ · ‖comp 是 Rm 上的范数，且对 x ∈ (R+)m 为单调增加的。那么，给定
m 个 n 维线性空间 V 上的范数 ‖ · ‖i (i = 1, . . . ,m)，可以定义复合范数为：

‖x‖ = ‖U(x)‖comp, where U(x) = (‖x‖1, . . . , ‖x‖m)T

证明. 非负性和齐次性是显然的，下面证明三角不等式。

‖x+ y‖ = ‖U(x+ y)‖comp

≤ ‖U(x) + U(y)‖comp

≤ ‖U(x)‖comp + ‖U(y)‖comp

= ‖x‖+ ‖y‖

其中第二行是因为 U(x+ y) ≤ U(x) + U(y).

例 2.1. 设 ‖ · ‖f 和 ‖ · ‖g 是线性空间 V 上的两个向量范数，则：

1. ‖ · ‖f + ‖ · ‖g 是 V 上的向量范数
2. max{‖ · ‖f , ‖ · ‖g} 是 V 上的向量范数
3. [(‖ · ‖f )2 + (‖ · ‖g)2]

1/2 是 V 上的向量范数
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定理 2.2 (范数的合成). 设 n 维线性空间 V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm，且 ‖ · ‖i (i = 1, . . . ,m) 为线性子
空间 Vi 上的范数。设 ‖ · ‖comp 是 Rm 上的范数，且对 x ∈ (R+)m 为单调增加的，则对任意 x ∈ V，
存在唯一分解 x = x1 + · · ·+ xn，其中 xi ∈ Vi. 定义合成范数为：

‖x‖ = ‖U(x)‖comp, where U(x) = (‖x1‖1, . . . , ‖xm‖m)T

定义 2.2 (均衡闭凸集). 线性空间 V 的闭凸集 Ω 若满足：x ∈ Ω =⇒ λx ∈ Ω(|λ| ≤ 1)，那么称 Ω

为均衡闭凸集。

定理 2.3 (范数的几何性质：范数与均衡闭凸集一一对应). 若 ‖ · ‖ 为 V 上的向量范数，则 Ω = {x |
‖x‖ ≤ 1} 是 V 上的均衡闭凸集；反之，若 Ω 是 V 上的均衡闭凸集，且 Ω 含有内点，则可以定义
函数 P (x) 如下：

P (x) =

min{λ > 0 | x/λ ∈ Ω} x 6= 0

0 x = 0

那么 P (x) 为 V 上的范数。

下面给出几个 Cn 上的常用范数。

例 2.2 (2-范数).
‖x‖2 =

√
|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2

例 2.3 (1-范数).
‖x‖1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|

例 2.4 (∞-范数).
‖x‖∞ =

nmax
i=1

|xi|

例 2.5 (p-范数).
‖x‖p = (|x1|p + |x2|p + · · ·+ |xn|p)1/p p ≥ 1

注解. 当 0 ≤ p < 1 时并不是范数，因为不满足三角不等式，但是在实际应用中仍然有重要
应用。
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为了证明 p-范数在 p ≥ 1 时满足三角不等式，首先需要证明一个引理和 Hölder 不等式。

引理 2.4. 对任意实数 α > 0, β > 0，都有 αβ ≤ αp

p
+ βq

q
，其中 p > 1, q > 1 且 1

p
+ 1

q
= 1.

证明.

αp

p
+
βq

q
≥ qαp + pβq

pq
=
qαp + pβq

p+ q

=
(αp + · · ·+ αp) + (βq + · · ·+ βq)

p+ q

≥ p+q
√
αpqβpq = pq

√
αpqβpq = αβ

定理 2.5 (Hölder 不等式). 对任意 ξk, ηk ∈ C (k = 1, . . . , n)，有：

n∑
k=1

|ξk||ηk| ≤

(
n∑

k=1

|ξk|p
)1/p( n∑

k=1

|ηk|q
)1/q

其中 p > 1, q > 1 且 1
p
+ 1

q
= 1.

证明. 令 α = |ξi|/(
∑n

k=1 |ξk|p)
1/p，β = |ηi|/(

∑n
k=1 |ηk|q)

1/q，由引理得：

|ξi|
(
∑n

k=1 |ξk|p)
1/p

· |ηi|
(
∑n

k=1 |ηk|q)
1/q

≤ |ξi|p

p
∑n

k=1 |ξk|p
+

|ηi|q

q
∑n

k=1 |ηk|q

对 i 求和： ∑n
i=1 |ξi||ηi|

(
∑n

k=1 |ξk|p)
1/p

(
∑n

k=1 |ηk|q)
1/q

≤ 1

p
+

1

q
= 1

接下来利用 Hölder 不等式就可以证明 p-范数满足三角不等式了。
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证明. 设 x, y ∈ Cn，当 p ≥ 1 时，有：

‖x+ y‖pp =
n∑

k=1

|xk + yk|p

≤
n∑

k=1

|xk||xk + yk|p−1 +
n∑

k=1

|yk||xk + yk|p−1

≤

(
n∑

k=1

|xk|p
)1/p( n∑

k=1

|xk + yk|q(p−1)

)1/q

+

(
n∑

k=1

|yk|p
)1/p( n∑

k=1

|xk + yk|q(p−1)

)1/q

= (‖x‖p + ‖y‖p)

(
n∑

k=1

|xk + yk|p
)1/q

= (‖x‖p + ‖y‖p) ‖x+ y‖p/qp

= (‖x‖p + ‖y‖p) ‖x+ y‖p−1
p

于是：
‖x+ y‖p ≤ (‖x‖p + ‖y‖p)

定义 2.3 (绝对范数，单调范数). 设 x = (ξ1, . . . , ξn)
T ∈ Fn，记 |x| = (|ξ1|, . . . , |ξn|)T ∈ Rn，则称

Fn 上的范数 v 为：

• 绝对范数，若满足 v(x) = v(|x|), ∀x ∈ Fn；
• 单调范数，若满足 |x| ≤ |y| =⇒ v(x) ≤ v(y), ∀x, y ∈ Fn.

定理 2.6. Fn 上的范数 v 为绝对范数的充要条件是 v 为单调范数。

证明. 充分性：设 v 为单调范数，则对于任意 x ∈ Fn，令 y = |x|，由于 |x| ≤ |y| 且 |y| ≥ |x|，
所以 v(x) ≤ v(y) 且 v(y) ≤ v(x)，故 v(x) = v(y)，即 v 为绝对范数。
必要性：设 v 为绝对范数，则对于任意给定 x ∈ Fn，任取 k ∈ {1, . . . , n}，设 α ∈ [0, 1]，考
察向量 [x1, . . . , xk−1, αxk, xk+1, . . . , xn]

T 的范数，有：

v([x1, . . . , xk−1, αxk, xk+1, . . . , xn]
T )

= v

(
1− α

2
[x1, . . . , xk−1,−xk, xk+1, . . . , xn]

T +
1− α

2
x+ αx

)
≤ 1− α

2
v
(
[x1, . . . , xk−1,−xk, xk+1, . . . , xn]

T
)
+

1− α

2
v(x) + αv(x)

=
1− α

2
v(x) +

1− α

2
v(x) + αv(x) = v(x)

对各个分量反复应用上式，则对任意 x ∈ Fn 及任意 α1, . . . , αn ∈ [0, 1]，都有：

v([α1x1, . . . , αnxn]
T ) ≤ v(x)
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最后，对 ∀x, y ∈ Fn且 ‖x‖ ≤ ‖y‖，考虑每一个分量，存在 αk ∈ [0, 1]和 θk 使得 xk = αke
iθkyk，

因此：
v(x) = v([α1e

iθ1y1, . . . , αne
iθnyn]

T ) = v([α1|y1|, . . . , αn|yn|]T ) ≤ v(y)

即 v 是单调范数。

定义 2.4 (对偶范数). 令 ‖ · ‖ 为 Rn 上的范数，其对偶范数 ‖ · ‖∗ 定义为：

‖z‖∗ = sup
∥x∥≤1

{zTx}

性质. 对偶范数的对偶是其本身，即 ‖x‖∗∗ = ‖x‖.

例 2.6. lp 和 lq 互为对偶范数，其中 1
p
+ 1

q
= 1.

定义 2.5 (范数等价). 对有限维空间 V n 中任意两个向量范数 ‖x‖α, ‖x‖β，若存在正常数 c1, c2，使
得：

c1‖x‖β ≤ ‖x‖α ≤ c2‖x‖β, ∀x ∈ V n

则称范数 ‖x‖α 与 ‖x‖β 等价。

注释. 范数等价是一个等价关系，即满足自反性、对称性、传递性。

定理 2.7. 有限维空间中任意两个向量范数都等价。

证明. 由于等价关系具有传递性，我们只需要证明任意一个向量范数都等价于 2-范数即可。
令 f(x) = ‖x‖ 为 V n 上的任一向量范数，由于当 x→ y 时，|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ → 0，因
此范数是连续函数。于是 f(x) 在单位超球面上有大于零的最小值和最大值：

0 < min
∥x∥2=1

f(x) ≤ max
∥x∥2=1

f(x)

记上述最小值为 c1，最大值为 c2，于是：

c1 ≤
∥∥∥∥ x

‖x‖2

∥∥∥∥ ≤ c2 =⇒ c1‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤ c2‖x‖2

故 ‖ · ‖ 与 2-范数等价。

定义 2.6 (依范数收敛). 设 {x(k)} 是 V n 中的向量序列，若存在 x ∈ V n，使得：

lim
k→∞

‖x(k) − x‖α = 0

则称序列 {x(k)} 依 α 范数收敛到 x.

定理 2.8. 向量序列各分量收敛等价于依范数收敛，即：

lim
k→∞

x(k) = x ⇐⇒ lim
k→∞

‖x(k) − x‖ = 0
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证明. 由于向量范数的等价性，只需要对 1-范数证明即可。

x(k) → x ⇐⇒ ξ
(k)
i → ξi, i = 1, . . . , n

⇐⇒ |ξ(k)i − ξi| → 0, i = 1, . . . , n

⇐⇒
n∑

i=1

|ξ(k)i − ξi| → 0

⇐⇒ ‖x(k) − x‖1 → 0

2.2 矩阵范数

定义 2.7 (广义矩阵范数). 与向量范数相同，满足 3 条性质：

1. 非负性：‖A‖ ≥ 0 且 ‖A‖ = 0 ⇐⇒ A = 0

2. 齐次性：‖kA‖ = |k|‖A‖, k ∈ K

3. 三角不等式：‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖

定义 2.8 (矩阵范数). 在广义矩阵范数的基础上增加相容条件：

4. 相容性：‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

注解. 对于涉及到矩阵范数的不等式放缩，一般就是考虑三角不等式和相容性。

定义 2.9 (相容范数). 对 Cm×n 上的矩阵范数 ‖A‖M 和 Cm,Cn 上的同类向量范数 ‖x‖v，若：

‖Ax‖v ≤ ‖A‖M‖x‖v, ∀A ∈ Cm×n, ∀x ∈ Cn

则称矩阵范数 ‖A‖M 与向量范数 ‖x‖v 是相容的。

注解. 简单地说，把矩阵视作线性映射，则相容范数表示，映射后的向量与原向量的长度的
相对变化量被矩阵范数所控制。

例 2.7 (m1 范数). 设 A ∈ Cm×n，矩阵的 m1 范数与向量的 1-范数定义类似：

‖A‖m1
=

m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |

即所有元素的绝对值（模）之和。可以证明 m1 范数是矩阵范数，并且与向量的 1-范数相容。

证明. 非负性、齐次性和三角不等式与向量的 1-范数完全相同，必然成立，只需证明矩阵范
数的相容性以及与向量 1-范数的相容性。
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相容性：

‖AB‖m1
=

m∑
i=1

l∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikbkj

∣∣∣∣∣
≤

m∑
i=1

l∑
j=1

n∑
k=1

|aik||bkj |

≤
n∑

k=1

[(
m∑
i=1

|aik|

)(
l∑

j=1

|bkj |

)]

≤

(
n∑

k=1

m∑
i=1

|aik|

)(
n∑

k=1

l∑
j=1

|bkj |

)
= ‖A‖m1

‖B‖m1

与向量的 1-范数相容：

‖Ax‖1 =
m∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣
≤

m∑
i=1

n∑
j=1

|aij ||xj |

≤

(
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |

)(
n∑

j=1

|xj |

)
= ‖A‖m1

‖x‖1

定义 2.10 (m∞ 范数). 设 A ∈ Cm×n，矩阵的 m∞ 范数与向量的无穷范数定义类似，但是要乘以
n，否则不满足相容性：

‖A‖m∞ = n ·max
i,j

|aij |

可以证明 m∞ 范数是矩阵范数，且与向量的无穷范数相容。

证明. 相容性：

‖AB‖m∞ = n ·max
i,j

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikbkj

∣∣∣∣∣
≤ n ·max

i,j

n∑
k=1

|aik||bkj |

≤ n ·max
i,j

[
n · (max

k
|aik|)(max

k
|bkj |)

]
= max

i,j

[
(n ·max

k
|aik|)(n ·max

k
|bkj |)

]
= (n ·max

i,k
|aik|)(n ·max

k,j
|bkj |)

= ‖A‖m∞‖B‖m∞
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与向量的无穷范数相容：

‖Ax‖∞ = max
i

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣
≤ max

i

n∑
j=1

|aij ||xj |

≤ max
i

[
n · (max

j
|aij |)(max

j
|xj |)

]
= n ·max

i,j
|aij | ·max

j
|xj |

= ‖A‖m∞‖x‖∞

定义 2.11 (Frobenius 范数). 设 A ∈ Cm×n，矩阵的 F-范数与向量的 2-范数定义类似：

‖A‖F = ‖A‖m2
=

(
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2
)1/2

=
(
tr(AHA)

)1/2
可以证明 F-范数是矩阵范数，并且与向量的 2-范数相容。

证明. 相容性：

‖AB‖2F =
m∑
i=1

l∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikbkj

∣∣∣∣∣
2

≤
m∑
i=1

l∑
j=1

(
n∑

k=1

|aik||bkj |

)2

≤
m∑
i=1

l∑
j=1

(
n∑

k=1

|aik|

)2( n∑
k=1

|bkj |

)2

≤

(
m∑
i=1

n∑
k=1

|aik|

)2( l∑
j=1

n∑
k=1

|bkj |

)2

= ‖A‖2F‖B‖2F
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与向量的 2-范数相容：

‖Ax‖22 =
m∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣
2

≤
m∑
i=1

(
n∑

j=1

|aij ||xj |

)2

≤
m∑
i=1

(
n∑

j=1

|aij |

)2( n∑
j=1

|xj |

)2

≤

(
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |

)2( n∑
j=1

|xj |

)2

= ‖A‖2F‖x‖22

定理 2.9 (Frobenius 范数的酉不变性). 设 A ∈ Cm×n，酉矩阵 P ∈ Cm×n, Q ∈ Cn×n，则：

‖PA‖F = ‖A‖F = ‖AQ‖F

证明.

‖PA‖2F = tr
(
(PA)H(PA)

)
= tr

(
AHPHPA

)
= tr

(
AHA

)
= ‖A‖2F

‖AQ‖2F = tr
(
(AQ)H(AQ)

)
= tr

(
QHAHAQ

)
= tr

(
AHAQQH

)
= tr

(
AHA

)
= ‖A‖2F

注释. 证明过程用到了结论 1.29：tr(ABC) = tr(BCA).

推论 2.10. 矩阵的 F-范数等于所有奇异值平方和开根，即：

‖A‖F =
(
σ2
1 + · · ·+ σ2

r

)1/2
证明. 根据奇异值分解和酉不变性易证。

性质. 转置和共轭都不改变矩阵的 F-范数，即：

‖A‖F = ‖AT ‖F = ‖Ā‖F = ‖AH‖F

定理 2.11. 对于 Cm×n 上的矩阵范数 ‖A‖，存在向量范数 ‖x‖v，使得 ‖Ax‖v ≤ ‖A‖‖x‖v.

证明. 任取非零向量 y ∈ Cn，则按如下方式构造向量范数即可：

‖x‖v = ‖xyH‖
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首先由于它是由矩阵范数定义的，所以必然满足向量范数的 3 条性质，即确实是一个向量范
数。其次证明相容性：

‖Ax‖v = ‖AxyH‖ ≤ ‖A‖‖xyH‖ = ‖A‖‖x‖v

定义 2.12 (从属范数). 已知 Cm 和 Cn 上的同类向量范数 ‖x‖v，设 A ∈ Cm×n，定义函数：

‖A‖ = max
∥x∥v=1

‖Ax‖v = max
x ̸=0

‖Ax‖v
‖x‖v

则 ‖A‖ 是矩阵范数，且与 ‖x‖v 相容。

证明. 只需依次证明非负性、齐次性、三角不等式、与向量范数相容和矩阵范数的相容性即
可。

1. 非负性：若 A 6= 0，则存在 x0 满足 ‖x0‖v = 1 且 Ax0 6= 0，于是：

‖A‖ ≥ ‖Ax0‖v > 0

若 A = 0，则：
‖A‖ = max

∥x∥v=1
‖Ax‖v = max

∥x∥v=1
‖0‖v = 0

2. 齐次性：
‖kA‖ = max

∥x∥v=1
‖kAx‖v = k · max

∥x∥v=1
‖Ax‖v = k‖A‖

3. 三角不等式：

‖A+B‖ = max
∥x∥v=1

‖(A+B)x‖v ≤ max
∥x∥v=1

(‖Ax‖v + ‖Bx‖v)

≤ max
∥x∥v=1

‖Ax‖v + max
∥x∥v=1

‖Bx‖v = ‖A‖+ ‖B‖

4. 与 ‖x‖v 的相容：若 x = 0 显然成立；若 x 6= 0，设 x0 = x/‖x‖v，则：

‖Ax0‖v ≤ max
∥x∥v=1

‖Ax‖v = ‖A‖

故：
‖Ax‖v =

∥∥A(‖x‖v · x0)∥∥ = ‖Ax0‖‖x‖v ≤ ‖A‖‖x‖v

5. 相容性：

‖AB‖ = max
∥x∥v=1

‖ABx‖v = ‖A(Bx∗)‖v ≤ ‖A‖‖Bx∗‖v ≤ ‖A‖‖B‖

其中，x∗ 是使得 ‖ABx‖v 取到最大值的单位向量。
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性质. 从属范数一定有 ‖I‖ = 1，但一般的矩阵范数并不一定，例如 ‖I‖m1
= n, ‖I‖F =

√
n.

例 2.8 (1-范数/列范数). 由向量的 1-范数诱导出的矩阵范数：

‖A‖1 = max
j

m∑
i=1

|aij |

即对各列的元素求绝对值（模）的和，选最大的和。

证明. 记 t = maxj
∑m

i=1 |aij |，我们只需要证明 ‖A‖1 ≤ t 且 ‖A‖1 ≥ t 即可。
首先，设 x ∈ Cn 且 ‖x‖1 = 1，则：

‖Ax‖1 =
m∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣
≤

m∑
i=1

n∑
j=1

|aij ||xj |

=

n∑
j=1

(
|xj | ·

m∑
i=1

|aij |

)

≤
n∑

j=1

(|xj | · t) = t · ‖x‖1 = t

由于上式对任意长度为 1 的 x 都成立，因此 ‖A‖1 ≤ t.
其次，设 k = argmax j

∑m
i=1 |aij |，即 t =

∑m
i=1 |aik|；再设 ek = (0, . . . , 1, . . . , 0)T，则：

‖A‖1 ≥ ‖Aek‖1 =
m∑
i=1

|aik| = t

综上，‖A‖1 = t.

例 2.9 (无穷范数/行范数). 由向量的无穷范数诱导出的矩阵范数：

‖A‖∞ = max
i

n∑
j=1

|aij |

即对各行的元素求绝对值（模）的和，选最大的和。

证明. 记 t = maxi
∑n

j=1 |aij |，我们只需要证明 ‖A‖∞ ≤ t 且 ‖A‖∞ ≥ t 即可。
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首先，设 x ∈ Cn 且 ‖x‖∞ = 1，则 |xj | ≤ 1，于是：

‖Ax‖∞ =
mmax
i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣
≤ mmax

i=1

n∑
j=1

|aij ||xj |

≤ mmax
i=1

n∑
j=1

|aij | = t

由于上式对任意长度为 1 的 x 都成立，因此 ‖A‖∞ ≤ t.
其次，设 1 = (1, . . . , 1)T，则：

‖A‖∞ ≥ ‖A1‖∞ =
mmax
i=1

n∑
j=1

|aij | = t

综上 ‖A‖∞ = t.

例 2.10 (2-范数/谱范数). 由向量的 2-范数诱导出的矩阵范数：

‖A‖2 = max
j

√
λj(AHA) = σ1

即 A 的最大奇异值。

证明. 设 A 的奇异值分解为 A = UΣV H，其中 U, V 都是酉矩阵。则：

‖A‖2 = max
x ̸=0

‖Ax‖2
‖x‖2

= max
x ̸=0

‖UΣV Hx‖2
‖x‖2

= max
x ̸=0

‖ΣV Hx‖2
‖V Hx‖2

= max
y ̸=0

‖Σy‖2
‖y‖2

= max
∥y∥2=1

‖Σy‖2 = max
∥y∥2=1

(
n∑

i=1

y2i σ
2
i

)1/2

显然当 y = (1, 0, . . . , 0)T 时上式取到最大值 σ1.

定理 2.12 (谱范数的酉不变性). 设 A ∈ Cm×n，酉矩阵 P ∈ Cm×n, Q ∈ Cn×n，则：

‖PA‖2 = ‖A‖2 = ‖AQ‖2

证明. 由于酉变换不改变矩阵的奇异值，因此谱范数是酉不变范数。

2.3 范数的一些应用

定理 2.13. 设有 Cn×n 上的矩阵范数 ‖ · ‖，若矩阵 A ∈ Cn×n 满足：

‖A‖ < 1
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则 I −A 非奇异，且：

‖(I −A)−1‖ ≤ ‖I‖
1− ‖A‖

‖I − (I −A)−1‖ ≤ ‖A‖
1− ‖A‖

证明. (1). 证明 I −A 非奇异：选取与 ‖A‖ 相容的向量范数 ‖x‖v（根据前文的定理，一定存
在这样的向量范数）。假设 det(I −A) = 0，则取 x0 ∈ N(I −A)，有：

(I −A)x0 = 0 =⇒ x0 = Ax0 =⇒ ‖x0‖v = ‖Ax0‖v ≤ ‖A‖‖x0‖v < ‖x0‖v

因此假设不成立，故 I −A 非奇异。
(2). 证明第一个不等式：

(I −A)−1(I −A) = I =⇒ (I −A)−1 = I + (I −A)−1A

=⇒ ‖(I −A)−1‖ ≤ ‖I‖+ ‖(I −A)−1A‖

=⇒ ‖(I −A)−1‖ ≤ ‖I‖+ ‖(I −A)−1‖‖A‖

=⇒ ‖(I −A)−1‖ ≤ ‖I‖
1− ‖A‖

(3). 证明第二个不等式：

(I −A)− I = −A =⇒ I − (I −A)−1 = −A(I −A)−1

=⇒ A−A(I −A)−1 = −A2(I −A)−1

=⇒ A(I −A)−1 = A+A2(I −A)−1

=⇒ ‖A(I −A)−1‖ ≤ ‖A‖+ ‖A‖‖A(I −A)−1‖

=⇒ ‖A(I −A)−1‖ ≤ ‖A‖
1− ‖A‖

=⇒ ‖I − (I −A)−1‖ = ‖ −A(I −A)−1‖ ≤ ‖A‖
1− ‖A‖

注释. (2)、(3) 的证明思路可以从后往前推。

定义 2.13 (条件数). 设 A ∈ Cn×n 可逆，其条件数定义为：

cond(A) = ‖A‖‖A−1‖

线性方程组扰动分析 条件数反映了 A−1 对扰动的敏感程度。例如，设有线性方程组 Ax = b，其
扰动解满足：

(A+ δA)(x+ δx) = b+ δb
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那么：
Ax+ δA · x+A · δx+ δA · δx = b+ δb =⇒ δA · x+A · δx ≈ δb

故：
δx = A−1δb−A−1δA · x

两边取范数并放大：

‖δx‖ = ‖A−1δb−A−1δA · x‖

≤ ‖A−1δb‖+ ‖A−1δA · x‖

≤ ‖A−1‖‖δb‖+ ‖A−1‖‖δA‖‖x‖

再根据 ‖A‖‖x‖ ≥ ‖b‖，于是：

‖δx‖
‖x‖

≤ ‖A−1‖‖δb‖
‖x‖

+ ‖A−1‖‖δA‖

≤ ‖A‖‖A−1‖‖δb‖
‖b‖

+ ‖A‖‖A−1‖‖δA‖
‖A‖

= cond(A)
(
‖δb‖
‖b‖

+
‖δA‖
‖A‖

)
也就是说，解的相对扰动被输入 A, b 的相对扰动和条件数控制。如果 A 的条件数很大，那么解的
误差就会很大。

谱半径及其性质

定义 2.14 (谱半径). 设 A ∈ Cn×n 的特征值为 λ1, . . . , λn，则谱半径定义为：

ρ(A) = max
i

|λi|

定理 2.14 (谱半径是矩阵范数的下确界). 设 A ∈ Cn×n，则对任意一种矩阵范数都有：

ρ(A) ≤ ‖A‖

而对任意 ϵ > 0，必然存在某种矩阵范数，使得：

‖A‖ ≤ ρ(A) + ϵ

证明. 首先证明第一个关系式。设 λ 为 A 的特征值，x 为对应特征向量，‖ · ‖v 为与 ‖A‖ 相
容的向量范数，则：

|λ|‖x‖v = ‖λx‖v = ‖Ax‖v ≤ ‖A‖‖x‖v =⇒ |λ| ≤ ‖A‖

于是：
ρ(A) = max

i
|λi| ≤ ‖A‖
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然后证明第二个关系式。将 A 相似变换为 Jordan 标准形，即存在 P ∈ Cn×n，使得：

P−1AP = Λ+ Ĩ = diag(λ1, . . . , λn) +



0 δ1

0 δ2
. . . . . .

0 δn−1

0


其中 δi 为 0 或 1. 构造对角矩阵 D = diag(1, ϵ, . . . , ϵn−1)，设 S = PD，则：

S−1AS = D−1P−1APD = D−1(Λ + Ĩ)D = Λ+D−1ĨD = Λ+ ϵĨ

于是：
‖S−1AS‖1 ≤ ‖Λ‖1 + ϵ‖Ĩ‖1 ≤ ρ(A) + ϵ

因此，构造矩阵范数：
‖A‖M = ‖S−1AS‖1

即可满足 ‖A‖M ≤ ρ(A) + ϵ.

注意. 上述证明过程中构造的范数与矩阵 A 有关，实际上不存在这样的矩阵范数对任意矩阵
都成立。

注解. 上述关系也可以表述为：
ρ(A) = inf

α
‖A‖α

可视化如下：
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3 矩阵分析及其应用

3.1 矩阵序列与矩阵级数

定义 3.1 (矩阵序列的收敛). 设有矩阵序列 {A(k) = (a
(k)
ij )}，若各分量分别收敛，则称 {A(k)} 收敛；

否则，若存在一组 i, j 使得 a
(k)
ij 发散，则称 {A(k)} 发散。

定理 3.1 (各分量收敛等价于依范数收敛). 设 A(k) ∈ Cm×n，‖ · ‖ 为任一广义矩阵范数，则：

A(k) → 0 ⇐⇒ ‖A(k)‖ → 0

A(k) → A ⇐⇒ ‖A(k) −A‖ → 0

证明. 根据广义矩阵范数的等价性定理，仅需对 m∞ 范数证明。由于：

a(k) → 0 ∧ b(k) → 0 ⇐⇒ max(a(k), b(k)) → 0

所以：
A(k) → 0 ⇐⇒ |a(k)ij | → 0 ⇐⇒ ‖A‖m∞ = max

i,j
|a(k)ij | → 0

注解. 按各元素收敛需要验证 m× n 个数列是否收敛，比较麻烦；而依范数收敛只需要验证
1 个数列是否收敛，更加方便。

注解. 尽管上述定理对任意广义矩阵范数都成立，但在证明时我们通常会选取一个矩阵范数，
这样可以用上相容性条件，使得很多证明与高等数学中证明数列收敛没有什么区别。

定义 3.2 (Cauchy 收敛). 矩阵序列 {A(k)} 收敛的充要条件是：对任意 ϵ > 0，存在 N(ϵ)，当
k, l ≥ N(ϵ) 时，有：

‖A(k) −A(l)‖ < ϵ

其中 ‖ · ‖ 为任一广义矩阵范数。

注解. 站在更高的泛函分析的角度，由于所有有限维赋范空间都是完备的，所以 Cauchy 列
必收敛。

性质. 若 A(k) → A，则 ‖A(k)‖ → ‖A‖.

证明. ∣∣‖A(k)‖ − ‖A‖
∣∣ ≤ ‖A(k) −A‖ → 0 =⇒ ‖A(k)‖ → ‖A‖
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性质. 设 A(k) → A, B(k) → B，则：

lim
k→∞

(
αA(k) + βB(k)

)
= αA+ βB

lim
k→∞

A(k)B(k) = AB

证明. 只考虑相容的矩阵范数。

‖A(k)B(k) −AB‖ = ‖A(k)B(k) −AB(k) +AB(k) −AB‖

≤ ‖A(k)B(k) −AB(k)‖+ ‖AB(k) −AB‖

≤ ‖A(k) −A‖‖B(k)‖+ ‖A‖‖B(k) −B‖

由于 ‖A(k) − A‖ → 0, ‖B(k)‖ → ‖B‖, ‖B(k) − B‖ → 0，所以 ‖A(k)B(k) − AB‖ → 0，故
A(k)B(k) → AB.

定理 3.2. A(k) → A的充要条件是对任意 x有 A(k)x→ Ax，或者对任意 x, y 有 yHA(k)x→ yHAx.

定理 3.3. 若 A(k) 和 A 都为 Hermite 矩阵，那么 A(k) → A 的充要条件是 xHA(k)x = xHAx, ∀x.

推论 3.4 (类比单调有界定理). 若 A(k) 为半正定 Hermite 矩阵且单调减少（即 A(k) −A(k+1) 为半
正定 Hermite 矩阵），那么 A(k) 有极限。

性质. 设 A(k) → A，且 A(k) 和 A 都可逆，则：

lim
k→∞

(
A(k)

)−1
= A−1

定义 3.3 (有界). 如果存在常数 M > 0，使得对所有 k 都有：

|a(k)ij | < M

或等价地：
‖A(k)‖ < M∗

则称矩阵序列 {A(k)} 为有界的。

定理 3.5. 有界矩阵序列 {A(k)} 一定有收敛的子列。

定义 3.4 (收敛矩阵). 设 A 为方阵且 Ak → 0 (k → ∞)，则称 A 为收敛矩阵。

定理 3.6 (迭代法基本定理). A 是收敛矩阵的充要条件是 ρ(A) < 1.

证明. 必要性：设 λ, x 为 A 的特征值和特征向量，λx = Ax，则 λkx = Akx. 两边取范数：

|λ|k‖x‖ = ‖Akx‖ ≤ ‖Ak‖‖x‖

由于 x 6= 0，故 |λ|k ≤ ‖Ak‖ → 0 (k → ∞)，于是 |λ| < 1，故 ρ(A) = maxi |λi| < 1.
充分性：取 ϵ = (1− ρ(A))/2，根据定理 2.14，存在某种矩阵范数使得：

‖A‖ < ρ(A) + ϵ < 1
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故：
‖Ak‖ ≤ ‖A‖k < (ρ(A) + ϵ)k → 0 (k → ∞)

从而 Ak → 0.

定理 3.7. A 是收敛矩阵的充要条件是存在某种矩阵范数满足 ‖A‖ < 1.

证明. 根据迭代法基本定理和谱半径与矩阵范数的关系易证。

注解. 实际应用中不会去算 ρ(A)（解特征值很麻烦），而是计算 ‖A‖.

例 3.1. 在迭代法解线性方程组中，设迭代格式为 xn+1 = Axn + f，则：

xn = Axn−1 + f

= A2xn−2 +Af + f

= · · ·

= Anx0 + (An−1 + · · ·+A+ I)f

= Anx0 + (I −An)(I −A)−1f

= Anx0 + (I −A)−1f −An(I −A)−1f

若迭代收敛，则解满足 x = Ax + f =⇒ x = (I − A)−1f . 记 ϵn = xn − x 表示第 n 次迭代
后的误差，ϵ0 = x0 − x 表示初始误差，那么：

ϵn = Anϵ0

因此，当 A 是收敛矩阵时，ϵn → 0，迭代法收敛。

定义 3.5 (矩阵级数的收敛与绝对收敛). 称矩阵级数
∑∞

k=0A
(k) （绝对）收敛到 S，若其部分和序

列
{
SN =

∑N
k=0A

(k)
}
（绝对）收敛，且极限为 S.

性质. 矩阵级数
∑∞

k=0A
(k) 收敛的充要条件是对任意向量 x，向量级数

∑∞
k=0A

(k)x 收敛。

性质. 若矩阵级数是绝对收敛的，则它一定是收敛的，并且任意调换其项的顺序所得到的级数仍然
是收敛的，且其和不变。

性质. 矩阵级数
∑∞

k=0A
(k) 绝对收敛的充要条件是

∑∞
k=0 ‖A(k)‖ 收敛。

性质. 若矩阵级数
∑∞

k=0A
(k) （绝对）收敛，则

∑∞
k=0 PA

(k)Q 也（绝对）收敛，且：

∞∑
k=0

PA(k)Q = P

(
∞∑
k=0

A(k)

)
Q

性质. 若两个矩阵级数都绝对收敛，且分别收敛到 A,B，则其 Cauchy 乘积
∑∞

k=0

∑
i+j=k A

(i)B(j)

绝对收敛，且收敛到 AB.

定理 3.8. 方阵 A 的幂级数
∑∞

k=0A
k 收敛的充要条件是 ρ(A) < 1，且收敛时的和为 (I −A)−1.
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证明. 必要性。由于级数 I +A+A2 + · · · 收敛，所以部分和序列 S(k) = I +A+ · · ·+Ak 收
敛。记 T (k) = I + A + · · · + Ak+1，则 Ak+1 = T k − Sk → 0，即 A 是收敛矩阵。根据定理
3.6，有 ρ(A) < 1.
充分性。已知 ρ(A) < 1，故 A 为收敛矩阵，Ak → 0. 于是 S(k) = I + A + · · · + Ak =

(I −A)−1 − (I −A)−1Ak+1 → (I −A)−1.

定理 3.9. 若方阵 A 的某一范数满足 ‖A‖ < 1，则部分和 I +A+ · · ·+AN 与 (I −A)−1 之间的误
差为： ∥∥∥∥∥(I −A)−1 −

N∑
k=0

Ak

∥∥∥∥∥ ≤ ‖A‖N+1

1− ‖A‖

证明. 设 B = (I − A)−1 −
∑N

k=0A
k = (I − A)−1AN+1，则 (I − A)B = AN+1，即 B =

AB +AN+1，从而：

‖B‖ = ‖AB +AN+1‖ ≤ ‖A‖‖B‖+ ‖A‖N+1 =⇒ ‖B‖ ≤ ‖A‖N+1

1− ‖A‖

定理 3.10. 设幂级数
∑∞

k=0 ckz
k 的收敛半径为 r，如果方阵 A 满足 ρ(A) < r，则矩阵幂级数∑∞

k=0 ckA
k 绝对收敛；若 ρ(A) > r，则矩阵幂级数发散。

证明. 根据定理 2.14，存在某个矩阵范数 ‖A‖ 使得 ρ(A) ≤ ‖A‖ < r，于是：

∞∑
k=0

‖ckAk‖ =
∞∑
k=0

|ck|‖Ak‖ ≤
∞∑
k=0

|ck|‖A‖k

右侧数项级数收敛，因此左侧收敛，即矩阵幂级数绝对收敛。
设 A 的特征值 λ = ρ(A)，x 为对应特征向量，则：

∞∑
k=0

ck(A
kx) =

∞∑
k=0

ck(λ
kx) =

(
∞∑
k=0

ckλ
k

)
x

当 ρ(A) > r 时，幂级数
∑∞

k=0 ckλ
k 发散，因此矩阵幂级数发散；反之同理。

3.2 矩阵函数

定义 3.6 (矩阵函数). 设一元函数 f(z) 能展开为 z 的幂级数：

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k, |z| < r

则当 n 阶方阵 A 满足 ρ(A) < r 时，矩阵级数
∑∞

k=0 ckA
k 收敛，其和称为矩阵函数，记作：

f(A) =
∞∑
k=0

ckA
k
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定理 3.11 (代入规则). 若 f(z) 能展开为 z 的幂级数且 f(z) = g(z) 对 |z| < r 成立，则当 ρ(A) < r

时，f(A) = g(A).

定理 3.12 (二元函数的代入规则). 若 f(x, y) 能展开为 x, y 的幂级数且 f(x, y) = g(x, y)，并且
AB = BA，则 f(A,B) = g(A,B).

注解. 为什么要求 AB = BA？因为 f(x, y) =
∑∞

i=0

∑∞
j=0 cijx

iyj，中间项要求交换律才能合
并。

例 3.2.

sin(A) = A− A3

3!
+
A5

5!
− · · ·

cos(A) = I − A2

2!
+
A4

4!
− · · ·

eA = I +A+
A2

2!
+
A3

3!
+ · · ·

下面介绍矩阵函数的几种求法，包括待定系数法、数项级数求和法、对角形法和 Jordan 标准
形法。

待定系数法 给定 A，确定首一零化多项式 g(λ)，使得 g(A) = 0，例如特征多项式或最小多项式
均可。设：

f(λ) = g(λ)q(λ) + r(λ)

其中 deg r(λ) < deg g(λ). 那么只要确定了 r(λ)，就有 f(A) = r(A).
所以问题的关键在于如何确定 r(λ). 我们并不需要解 q(λ)，只需要找 deg r(λ) 个函数值或导数

值（k 重根就求 k − 1 阶导）形成线性方程组，就能解系数方程（其实就是带有导数约束的插值问
题）。具体而言，设 g(λ) 的互异零点为 λ1, . . . , λs，对应重数为 r1, . . . , rs，那么易知：

g(l)(λi) = 0, l = 0, . . . , ri − 1; i = 1, . . . , s

因此：
r(l)(λi) = f (l)(λi), l = 0, . . . , ri − 1; i = 1, . . . , s

解该方程组即可确定 r(λ).
对于规模较小的问题，直接求解方程组即可。

例 3.3. 设 A =


2 0 0

1 1 1

1 −1 3

，求 eA.

解：特征方程为：

φ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 0 0

−1 λ− 1 −1

−1 1 λ− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 2)3
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设 f(λ) = eλ = φ(λ)q(λ) + r(λ)，其中 r(λ) = aλ2 + bλ+ c，则：
r(2) = f(2) = e2

r′(2) = f ′(2) = e2

r′′(2) = f ′′(2) = e2

=⇒


4a+ 2b+ c = e2

4a+ b = e2

2a = e2

=⇒


a = e2/2

b = −e2

c = e2

故 r(λ) = e2/2 · (λ2 − 2λ+ 2)，故：

f(A) = r(A) =
e2

2
(A2 − 2A+ 2I) =

[
· · ·
]

对于规模较大的问题，可以考虑 Sylvester 插值公式或广义 Newton 插值公式。

Sylvester 插值公式 暂略。

广义 Newton 插值公式 正如上文所说，解方程组的本质就是解带有导数约束的插值问题。我们
知道 Taylor 展开式满足在一个点处的 n 阶导数值相等，而 Newton 展开式满足在多个点处的函数
值相等，所以我们想解决的插值问题其实是二者的结合，遂称作广义 Newton 插值。
首先看 Taylor 展开式。若已知 f(x) 在 x0 的函数值和直到 n 阶导数值，则：

Tf(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

使得 Tf (l)(x0) = f (l)(x0), l = 0, . . . , n 成立。
然后看 Newton 展开式。若已知 f(x) 在互异点 x0, x1, . . . , xn 处的函数值，则有 Newton 插值

公式：

Nf(x) = f(x0)

+ f [x0, x1](x− x0)

+ f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1)

+ · · ·

+ f [x0, x1, . . . , xn](x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1)

使得 Nf(xi) = f(xi), i = 0, . . . , n 成立。其中 f [x0, x1] 称作一阶均差：

f [x0, x1] =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

f [x0, x1, x2] 称作二阶均差：

f [x0, x1, x2] =
f [x1, x2]− f [x0, x1]

x2 − x0

f [x0, x1, . . . , xk] 称作 k 阶均差：

f [x0, x1, . . . , xk] =
f [x1, . . . , xk−1, xk]− f [x0, x1, . . . , xk−1]

xk − x0

可以借助下面这个三角形表格来计算均差：
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将 Taylor 展开式和 Newton 展开式进行推广，可以得到广义 Newton 展开式。从均差的定义
可以看出，它的极限与导数有密切关系。事实上，利用罗尔定理可以证明：若 f(x) 在 [a, b] 上存在
n 阶导数，且节点 x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b]，则存在 ξ ∈ [a, b] 使得：

f([x0, x1, . . . , xn]) =
f (n)(ξ)

n!

因此，我们可以定义在相同点处的“广义”均差为：

f([c, c, . . . , c]) =
f (n)(c)

n!

那么，Taylor 展开就可以看作是广义 Newton 展开在插值节点重合的特殊情形。广义的均差也可以
借助均差表计算，例如：

例 3.4. 设 A =


2 0 0

1 1 2

1 −1 3

，求 eAt.

解：特征方程为：

φ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 0 0

−1 λ− 1 −2

−1 1 λ− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 2)(λ− 5)(λ+ 1)

画均差表：

于是：

r(λ) = e2t +
e5t − e2t

3
(λ− 2) +

e5t − 2e2t + e−t

18
(λ− 2)(λ− 5)
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故：
eAt = r(A) = · · ·

数项级数求和法 暂略。

对角形法 若 A 可对角化，即存在非奇异矩阵 P，使得：

P−1AP =


λ1

. . .
λn


则：

f(A) = P


f(λ1)

. . .
f(λn)

P−1

注意. 对角化的计算量较大，因为要计算 P 和 P−1，即解特征值和特征向量。

Jordan 标准形法 在第一章中我们已经推导过了 Jordan 标准形的多项式，而对于一般函数，根
据代入规则容易知道其结论有类似的形式。
设 A 的 Jordan 标准形为 J，则存在可逆矩阵 P 使得：

P−1AP = J =


J1

. . .
Js

 , Ji =


λi 1

. . . . . .
λi 1

λi


mi×mi

那么：

f(Ji) =



f(λi)
1
1!
f ′(λi)

1
2!
f ′′(λi) · · · 1

(mi−1)!
f (mi−1)(λi)

f(λi)
1
1!
f ′(λi) · · · 1

(mi−2)!
f (mi−2)(λi)

. . . . . . ...
f(λi)

1
1!
f ′(λi)

f(λi)


mi×mi

于是原问题：

f(A) = Pf(J)P−1 = P


f(J1)

. . .
f(Js)

P−1

3.3 矩阵的微分与积分

定义 3.7 (矩阵的导数). 若 A(t) = (aij(t)) ∈ Cm×n 的每个元素 aij(t) 都是 t 的可微函数，则 A(t)

关于 t 的导数定义为：
d
dtA(t) = A′(t) =

(
a′ij(t)

)
m×n
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性质.
d
dt(A(t) +B(t)) =

d
dtA(t) +

d
dtB(t)

性质.
d
dt(A(t)B(t)) =

d
dtA(t) ·B(t) +A(t) · d

dtB(t)

推论 3.13. 若 C(t) = A(t)B(t)，则：

dC = dA ·B +A · dB

其中，dA = (dA/dt) · dt，dB = (dB/dt) · dt.

例 3.5 (逆矩阵的导数).

d
dt
(
A(t)−1

)
= −A(t)−1dA(t)

dt A(t)−1

证明. 由于 A(t) ·A(t)−1 = I，两边求导得：

d
dtA(t) ·A(t)

−1 +A(t) · d
dt
(
A(t)−1

)
= 0

故：
d
dt
(
A(t)−1

)
= −A(t)−1dA(t)

dt A(t)−1

性质.
d
dt(α(t)A(t)) = α′(t)A(t) + α(t) · d

dtA(t)

性质. 若 A(t) 和 d
dtA(t) 可交换，f(z) 是与 t 无关的一元解析函数，则：

d
dtf(A(t)) = f ′(A(t)) · d

dtA(t)

形式证明（不严格）. 若将 f(z) 展开为幂级数的形式 f(z) =
∑∞

k=0 ckz
k，则根据可交换条件

有：
d
dtA

k(t) =
k−1∑
i=0

Ai(t) · d
dtA(t) ·A

k−1−i(t) = kAk−1(t) · d
dtA(t)

代入矩阵函数得：

d
dtf(A(t)) =

∞∑
k=0

ck

(
kAk−1(t) · d

dtA(t)
)

= f ′(A(t)) · d
dtA(t)

性质 (迹函数求导基本定理). 若 A(t) 和 B(t) 可交换，f(z) 是与 t 无关的一元解析函数，则：

d
dttr

(
f(A(t)) ·B(t)

)
= tr

(
f ′(A(t)) · d

dtA(t)B(t)

)
+ tr

(
f(A(t)) · d

dtB(t)

)
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推论 3.14. 取 B(t) = I，则有：

d
dttr(f(A(t))) = tr

(
f ′(A(t)) · d

dtA(t)
)

定义 3.8 (矩阵的积分). 若矩阵 A(t) = (aij(t)) ∈ Cm×n 的每个元素 aij(t) 都在 [t0, t] 上可积，则称
A(t) 可积，记为： ∫ t

t0

A(τ)dτ =

(∫ t

t0

aij(τ)dτ
)

m×n

性质. ∫ t

t0

[A(τ) +B(τ)]dτ =

∫ t

t0

A(τ)dτ +
∫ t

t0

B(τ)dτ

性质. ∫ t

t0

[A ·B(τ)]dτ = A ·
[∫ t

t0

B(τ)dτ
]

∫ t

t0

[A(τ) ·B]dτ =

[∫ t

t0

A(τ)dτ
]
·B

性质.
d
dt

∫ t

t0

A(τ)dτ = A(t)

性质. ∫ t1

t0

A′(τ)dτ = A(t1)−A(t0)

前文涉及到的矩阵函数是从矩阵到矩阵的映射，接下来我们探讨关于矩阵各个元素的函数，即
从矩阵到数的映射，称作函数矩阵。注意区分函数矩阵与矩阵函数。为了方便后续推导，首先列出
矩阵元素与矩阵符号的代数关系式，可以帮助避免将矩阵的各个分量列出来的繁琐。我们约定 ei

表示第 i 个分量为 1、其余分量为 0 的单位列向量，其维数由上下文确定，即同一个式子中出现的
ei, ej 可能是不同维数的。那么有以下关系式：

• 用分量表示矩阵：

A =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijeie
T
j

• 用矩阵表示分量：
aij = eTi Aej

• 矩阵逐列拉成向量：

Vec(A) =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijej ⊗ ei =
m∑
i=1

AT ei ⊗ ei =
n∑

j=1

ej ⊗Aej

• 用拉成向量的矩阵表示分量：
aij = (ej ⊗ ei)

TVec(A)
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定义 3.9 (函数矩阵的导数). 设 X = (ξij)m×n，f(X) 为 mn 元函数：

f(X) = f(ξ11, . . . , ξ1n, ξ21, . . . , ξ2n, . . . , ξm1, . . . , ξmn)

定义 f(X) 对矩阵 X 的导数为：

df
dX =

(
∂f

∂ξij

)
m×n

=


∂f

∂ξ11
· · · ∂f

∂ξ1n
... . . . ...
∂f

∂ξm1

· · · ∂f

∂ξmn

 =
m∑
i=1

n∑
j=1

∂f

∂ξij
eie

T
j

定理 3.15 (函数矩阵的微分形式). 设 X = (ξij)m×n，f(X) 为 mn 元函数：

f(X) = f(ξ11, . . . , ξ1n, ξ21, . . . , ξ2n, . . . , ξm1, . . . , ξmn)

则有：
df
dX = A ⇐⇒ df = tr(AT · dX) = tr(A · dXT )

证明.

df =
m∑
i=1

n∑
j=1

∂f

∂ξij
dξij

=
m∑
i=1

n∑
j=1

(
eTi

df
dXej

)(
eTi · dX · ej

)
=

m∑
i=1

n∑
j=1

eTj

(
df
dX

)T

eie
T
i · dX · ej

=
n∑

j=1

eTj

(
df
dX

)T
(

m∑
i=1

eie
T
i

)
· dX · ej

=
n∑

j=1

eTj

(
df
dX

)T

dX · ej

= tr
((

df
dX

)T

dX
)

= tr(AT · dX)

注解. 上述定理非常重要！！！它告诉我们：要求 df/dX，只需要将 df 写作形如 tr(ATdX)

的形式，那么 A 就是结果。以下所有内容都围绕这一点展开。

性质 (链式法则). 设 f(x) 是向量 x 的函数，x 是标量 t 的函数 x = x(t)，则：

df
dt =

dxT
dt · dfdx
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性质 (链式法则). 设 f(X) 是 m× n 矩阵 X 各元素的函数，而 X 又是标量 t 的函数，则：

df
dt = tr

(
dXT

dt · df
dX

)

证明. 根据微分形式：

df = tr
((

df
dX

)T

dX
)
, dX =

dX
dt dt

有：

df = tr
((

df
dX

)T dX
dt dt

)
= tr

((
df
dX

)T dX
dt

)
dt = tr

(
dXT

dt · df
dX

)
dt

例 3.6 (迹函数的导数).

d
dX tr(XTA) = A

d
dX tr(ATX) = A

d
dX tr(AX) = AT

证明. 微分是线性算子，可以放入 tr(·)，因此：

d(tr(XTA)) = tr(d(XTA)) = tr(dXTA) = tr(ATdX)

根据微分形式，d(tr(XTA))/dX = A. 其他两式类似。证毕。

例 3.7. 设 X 为可逆矩阵，f(X) = tr(AX−1)，则：

d
dXf(X) = −(X−1AX−1)T

证明.
df(X) = tr(d(AX−1)) = tr(A · dX−1)

由于 XX−1 = I，两边取微分得：dX ·X−1 +X · dX−1 = 0，故 dX−1 = −X−1 · dX ·X−1，
因此：

df(X) = tr
(
A · (−X−1dXX−1)

)
= tr

(
(−X−1AX−1)dX

)
根据微分形式，df(X)/dX = (−X−1AX−1)T .

例 3.8. 设 f(x) = xTAx，则：
df
dx = (A+AT )x
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证明.

df = d(xTAx) = dxTAx+ xTAdx = xTATdx+ xTAdx

= xT (AT +A)dx = tr
(
((A+AT )x)T · dx

)
根据微分形式，df/dx = (A+AT )x.

例 3.9. 更多迹函数求导结论：

例 3.10 (行列式求导). 设矩阵 X 非奇异，则：

d(|X|)
dX = |X|(X−1)T

或有微分形式：
d|X| = |X|tr(X−1dX) = tr(|X|X−1dX)

证明. 设 cij 为 xij 的代数余子式，根据行列式定义知：

|X| =
n∑

i=1

cijxij , ∀j

由于 cij 与 xij 无关，所以有 ∂|X|/∂xij = cij，于是有微分：

d|X| =
n∑

i=1

n∑
j=1

cijdxij = tr(X∗dX)

其中 X∗ 是 X 的伴随矩阵，由于 X∗ = |X|X−1，因此：

d|X| = tr(|X|X−1dX)

63



例 3.11. 对于任意非奇异矩阵 X，有：

d(ln |X|)
dX = (XT )−1

例 3.12. 对于任意 X ∈ Rm×n，

d(ln |δI +XTX|)
dX = 2X(δI +XTX)

其中 δ 是与矩阵 A 无关的常数。

例 3.13. 更多行列式求导结论：

定义 3.10 (直积 / Kronecker 积). 设 A ∈ Cm×n, B ∈ Cp×q，称如下分块矩阵为 A 与 B 的直积：

A⊗B =


a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

... . . . ...
am1B am2B · · · amnB

 ∈ Cmp×nq

特别地，若 A ∈ Cm×1, B ∈ Cn×1，则 A⊗BT = ABT .

定义 3.11 (矩阵函数对矩阵的导数). 设有关于 X = (ξij)m×n 的 mn 元函数：

fij(X) = fij(ξ11, . . . , ξ1n, . . . , ξm1, . . . , ξmn), i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , s

定义矩阵：

F (X) =


f11 · · · f1s
... . . . ...
fr1 · · · frs
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定义 F (X) 的导数如下：

dF
dX =


∂F

∂ξ11
· · · ∂F

∂ξ1n
... . . . ...
∂F

∂ξm1

· · · ∂F

∂ξmn

 =
m∑
i=1

n∑
j=1

(eie
T
j )⊗

∂F

∂ξij

其中，

∂F

∂ξij
=


∂f11
∂ξij

· · · ∂f1s
∂ξij

... . . . ...
∂fr1
∂ξij

· · · ∂frs
∂ξij

 =
r∑

k=1

s∑
l=1

∂fkl
∂ξij

eke
T
l

特别地，当 F ∈ Cm×1 且 X ∈ Cn×1 时，

dF
dXT

=


∂f1
∂ξ1

· · · ∂f1
∂ξn

... . . . ...
∂fm
∂ξ1

· · · ∂fm
∂ξn


即 Jacobian 矩阵。

性质 (链式法则). 设 f(x) 是向量 x 的函数，x 又是 u 的函数，则：

df
du =

dxT
du

df
dx

定理 3.16 (向量函数关于向量导数的微分形式). 设 y = F (x) 是向量 x 的向量值函数，则：

dy
dxT = A ⇐⇒ dy = Adx

注意. 一些论文中可能会把 dy/dxT 不严谨地直接写作 dy/dx.

例 3.14 (在微分方程中的应用). 考虑微分方程：

x′1(t) = a11x1(t) + a12x2(t) + · · ·+ a1nxn(t) + b1(t)

x′2(t) = a21x1(t) + a22x2(t) + · · ·+ a2nxn(t) + b2(t)
...

x′n(t) = an1x1(t) + an2x2(t) + · · ·+ annxn(t) + bn(t)

令：

A =


a11 · · · a1n
... . . . ...
an1 · · · ann

 , x(t) =


x1(t)
...

xn(t)

 , b(t) =


b1(t)
...

bn(t)
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则可写作矩阵形式：
x′(t) = A · x(t) + b(t)

定理 3.17. 齐次微分方程 x′(t) = Ax(t) 的通解为：

x(t) = etAc

其中 c 为任意常向量。若再加上初始条件 x(t0) = x0，则解为：

x(t) = e(t−t0)Ax0

定理 3.18. 非齐次微分方程 x′(t) = Ax(t) + b(t) 的通解为：

x(t) = x1(t) + x2(t)

其中 x1(t) = etAc 是对应齐次微分方程的通解，x2(t) 是非齐次微分方程的一个特解。常向量 c 由
初始条件确定。特解可使用常数变易法计算得到：设 x2(t) = etAc(t)，代入原非齐次微分方程有：

etAc′(t) = b(t)

由此可以解出一个 c(t)，从而得到一个特解。
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4 矩阵分解

4.1 矩阵的三角分解

矩阵的三角分解包括 LU 分解、LDU 分解、Doolittle 分解、Crout 分解和 Cholesky 分解等，
其基本思想来自于高斯消元法。

定义 4.1 (初等矩阵). 初等行变换可以用左乘初等矩阵表示：

• 交换两行：设 ui,j = (ei − ej)/
√
2，

I − 2ui,ju
T
i,j

• 第 i 行乘以 α 加到第 j 行：
I + αeje

T
i

• 第 i 行乘以 α：
I + (α− 1)eie

T
i

定义 4.2 (消元因子). 第 k 步消元时，若 a
(k)
kk 6= 0，则乘上消元因子 mik = a

(k)
ik /a

(k)
kk 减到第 i 行，

其中 i = k + 1, . . . , n. 这相当于左乘矩阵：

Lk = I −

(
n∑

i=k+1

mikei

)
eTk = I − lke

T
k

其中 lk = (0, . . . , 0,mk+1,k,mk+2,k, . . . ,mnk)
T .

定理 4.1. 消元过程不改变矩阵的顺序主子式。

引理 4.2. 约化的主元素 a
(i)
ii 6= 0 的充要条件是矩阵 A 的顺序主子式 Di 6= 0 (i = 1, . . . , k).

推论 4.3. 若矩阵 A 的顺序主子式 Di 6= 0 (i = 1, . . . , k)，则：

a
(1)
11 = D1, a

(i)
ii = Di/Di−1

定理 4.4. 若 A 是正定矩阵，则一次消元后剩下的矩阵依旧是正定的。

定理 4.5. 若 A 严格对角占优，则一次消元后剩下的矩阵依旧是严格对角占优的。

定义 4.3 (LU 分解). 若方阵 A 可以分解为一个下三角矩阵 L 和一个上三角矩阵 U 的乘积，即
A = LU，则称 A 可作 LU 分解。

注释. 高斯消元的过程可以用 LU 分解表示：

Ln−1Ln−2 · · ·L2L1︸ ︷︷ ︸
L−1

A = U =⇒ A = LU

其中 L 为单位下三角矩阵，U 为上三角矩阵。

定义 4.4 (LDU 分解). 若方阵 A 可分解为 A = LDU，其中 L 为单位下三角矩阵，U 为单位上三
角矩阵，D 为对角矩阵，则称 A 可作 LDU 分解。

定理 4.6. 设 A 是 n 阶方阵，当且仅当 A 的顺序主子式 ∆i 6= 0 时，A 可唯一分解为 A = LDU，
其中：

D = diag(d1, . . . , dn), dk =
∆k

∆k−1
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推论 4.7. n 阶非奇异方阵 A 有 LU 分解 A = LU 的充要条件是顺序主子式 ∆i 6= 0.

定理 4.8. 设 A 是 n 阶非奇异矩阵，则存在置换矩阵 P 使得 PA 的 n 个顺序主子式非零。

推论 4.9 (带有置换矩阵的三角分解). 设 A 是 n 阶非奇异方阵，则存在置换矩阵 P，使得：

PA = LÛ = LDU

其中 L 为单位下三角矩阵，Û 为上三角矩阵，U 为单位上三角矩阵，D 为对角矩阵。

定义 4.5 (Doolittle 分解). 把 LDU 分解中的 DU 结合起来用 Û 表示，得到唯一的分解：

A = L(DU) = LÛ

定义 4.6 (Crout 分解). 把 LDU 分解中的 LD 结合起来用 L̂ 表示，得到唯一的分解：

A = (LD)U = L̂U

计算方法（以 Doolittle 分解为例）：比较等式两边的元素逐行逐列求解 L,U 各元素：
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 =


1

l21 1
...

... . . .
ln1 ln2 · · · 1




u11 u12 · · · u1n

u22 · · · u2n
. . . ...

unn



定义 4.7 (Cholesky 分解). 若实对称正定矩阵可以按如下方式分解：

A = LD̃2LT 或 A = LDLT 或 A = LLT

则称 A 可作 Cholesky 分解。其中第二种表示中，D 的对角元都大于零；第三种表示中，L 的对角
元都大于零。

计算方法：与 Doolittle 分解的计算类似，逐行逐列计算即可：
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 =


l11

l21 l22
...

... . . .
ln1 ln2 · · · lnn




l11 l12 · · · l1n

l22 · · · l2n
. . . ...

lnn
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可得：

ljj =

(
ajj −

j−1∑
k=1

l2jk

)1/2

, lij =

(
aij −

j−1∑
k=1

likljk

)
/ljj

该计算方法的缺点是有开方运算，在计算机中由于浮点误差可能出现根号下负数。

改进的 Cholesky 分解计算方法：所谓改进的 Cholesky 分解，其实就是指 A = LDLT，其计算过
程不涉及开方，因而有更好的数值稳定性：

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 =


1

l21 1
...

... . . .
ln1 ln2 · · · 1




d1 d1l12 · · · d1l1n

d2 · · · d2l2n
. . . ...

dn


逐行逐列计算可得：

lij =

(
aij −

j−1∑
k=1

likdkljk

)
/dj , di = aii −

j−1∑
k=1

l2ikdk

定义 4.8 (分块矩阵的拟 LU 分解和拟 LDU 分解). 只考虑 2 阶的分块矩阵：

A =

[
A11 A12

A21 A22

]

若 A11 可逆，设：

L =

[
In1

0

−A21A
−1
11 In2

]
则：

LA =

[
A11 A12

0 A22 −A21A
−1
11 A12

]
若 A22 可逆，可右乘矩阵（作列变换）得到类似的结果。

引理 4.10 (求逆引理 / Woodbury 公式).

(A+BC)−1 = A−1 −A−1B(I + CA−1B)−1CA−1

证明. 考虑方程 (A+BC)x = b，令 y = Cx，则：[
A B

−C 0

][
x

y

]
=

[
b

0

]

利用高斯消元法：
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故解得：
x = (A−1 −A−1B(I + CA−1B)−1CA−1)b

又 x = (A+BC)−1b，由 b 的任意性可知命题成立。

推论 4.11.
(A+BD−1C)−1 = A−1 −A−1B(D + CA−1B)−1CA−1

4.2 矩阵的 QR 分解

定义 4.9 (Givens 矩阵，Givens 变换). 设 c, s ∈ R 且 c2 + s2 = 1，称：

Tij = Tij(c, s) =



1
. . .

1

c s

1
. . .

1

−s c

1
. . .

1


为 Givens 矩阵。由 Givens 矩阵确定的线性变换称作 Givens 变换（初等旋转变换）。

注解. 顾名思义，Givens 变换的作用是旋转。具体而言，是在第 i 和第 j 维的平面上绕原点
顺时针旋转 θ，其中 c = cos θ, s = sin θ.

性质. Givens 矩阵是正交矩阵，且有：

[Tij(c, s)]
−1 = [Tij(c, s)]

T = Tij(c,−s), det(Tij(c, s)) = 1
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定理 4.12. 设 x = (ξ1, . . . , ξn)
T 6= 0，则存在有限个 Givens矩阵的乘积，记作 T，使得 Tx = |x|e1.

证明（构造性）. 构造 Givens 矩阵 T12(c, s)：

c =
ξ1√
ξ21 + ξ22

s =
ξ2√
ξ21 + ξ22

则：

T12x =

(√
ξ21 + ξ22 , 0, ξ3, . . . , ξn

)T

再对 T12x 构造 Givens 矩阵 T13(c, s)：

c =

√
ξ21 + ξ22√

ξ21 + ξ22 + ξ23
s =

ξ3√
ξ21 + ξ22 + ξ23

则：

T13(T12x) =

(√
ξ21 + ξ22 + ξ23 , 0, 0, ξ4, . . . , ξn

)T

如此继续下去，最后对 T1,n−1 · · ·T12x 构造 Givens 矩阵 T1n(c, s)：

c =

√
ξ21 + · · · ξ2n−1√

ξ21 + · · · ξ2n−1 + ξ2n
s =

ξn√
ξ21 + · · · ξ2n−1 + ξ2n

则：

T1n(T1,n−1 · · ·T12x) =

(√
ξ21 + · · · ξ2n, 0, . . . , 0

)T

令 T = T1nT1,n−1 · · ·T12，则 Tx = |x|e1.

注解. 直观理解：依次把第 2, 3, . . . , n 维转到 0 即可。

推论 4.13. 任给非零列向量 x ∈ Rn 及单位列向量 z ∈ Rn，则存在有限个 Givens 矩阵的乘积，记
作 T，使得 Tx = |x|z.

快速 Givens 变换：暂略。

定义 4.10 (Householder 矩阵，Householder 变换). 设 u ∈ Rn 是单位列向量，称：

H = I − 2uuT

为 Householder 矩阵。由 Householder 矩阵确定的线性变换称作 Householder 变换（初等反射变
换）。

注解. 顾名思义，Householder 变换的作用是反射。具体而言，是对以 u 为法向量的平面做反
射。

性质. Householder 矩阵对称、正交、对合、自逆，且行列式为 −1：

HT = H, HTH = I, H2 = I, H−1 = H, det(H) = −1
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定理 4.14. 任给非零列向量 x ∈ Rn 及单位列向量 z ∈ Rn，则存在 Householder 矩阵 H，使得
Hx = |x|z.

证明（构造性）. 若 x = |x|z，取单位向量 u 使得 u ⊥ x，则 Hu = I − 2uuT：

Hux = (I − 2uuT )x = x− 2uuTx = x = |x|z

否则，x 6= |x|z，取 u =
x− |x|z
|x− |x|z|

，则：

Hux =

[
I − 2

(x− |x|z)(x− |x|z)T

|x− |x|z|2

]
x

= x− 2(x− |x|z)Tx
|x− |x|z|2

(x− |x|z)

= x− (x− |x|z) = |x|z

注解. 直观理解：找到 x 和 z 之间对称平面，取 u 为该平面的单位法向量即可。

定理 4.15. Givens 变换可写作两个 Householder 变换的乘积。

注解. 换句话说，一次旋转操作可以分解为两次反射操作。

证明. 取

u = (0, . . . , 0, sin(θ/4), 0, . . . , 0, cos(θ/4), 0, . . . , 0)T

v = (0, . . . , 0, sin(3θ/4), 0, . . . , 0, cos(3θ/4), 0, . . . , 0)T

可以验证 Tij = HvHu.

注意. Householder 矩阵并不能由若干个 Givens 矩阵的乘积表示，因为 det(H) = −1 而
det(G) = 1.

定义 4.11 (QR分解). 若实/复矩阵 A能分解成正交/酉矩阵 Q与非奇异上三角矩阵 R 的乘积，即
A = QR，则称 A 可作 QR 分解。

定理 4.16 (非奇异方阵的 QR 分解). 对 n 阶非奇异矩阵 A，QR 分解在除去相差一个对角元素的
绝对值/模全等于 1 的对角矩阵外，分解唯一。

证明（实数情形）. 设 A = Q1R1 = Q2R2，则 P = QT
2Q1 = R2R

−1
1 . 注意到 P TP = I，所以

P T = P−1. 由于 P 是上三角矩阵，所以 P−1 是上三角矩阵，P T 是下三角矩阵，二者又相等，
因此只能是对角矩阵。又 P 2 = I，所以对角元只能是 ±1. 那么 Q1 = Q2P, R1 = PR2.
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定理 4.17 (列满秩矩阵的 QR 分解). 对 m×n 实/复矩阵 A，其 n 列线性无关（即 A 列满秩），则
A 有分解 A = QR，其中 Q 是 m × n 实/复矩阵，且 QHQ = I（即 Q 是正交/酉矩阵的一部分），
R 是实/复非奇异上三角矩阵，且除去相差一个对角元素的绝对值/模全等于 1 的对角矩阵外，分解
唯一。

计算方法（基于 Gram-Schmidt 正交化过程）：设 A = (a1, . . . , an) 非奇异，对其各列实施 Gram-
Schmidt 正交化过程：

b1 = a1

b2 = a2 − k21b1
...

bn = an − kn,n−1bn−1 − · · · − kn1b1

=⇒



a1 = b1

a2 = b2 + k21b1
...

an = bn + kn,n−1bn−1 + · · ·+ kn1b1

写作矩阵形式：

A = BK =⇒ (a1, a2, . . . , an) = (b1, b2, . . . , bn)


1 k21 · · · kn1

1 · · · kn2
. . . ...

1



=⇒ (a1, a2, . . . , an) =

[
b1
|b1|

,
b2
|b2|

. . . ,
bn
|bn|

]
︸ ︷︷ ︸

Q


|b1|

|b2|
. . .

|bn|




1 k21 · · · kn1

1 · · · kn2
. . . ...

1


︸ ︷︷ ︸

R

=⇒ A = QR

注意. 基于 Gram-Schmidt 正交化过程的 QR 分解计算方法在高阶时容易出现数值不稳定，
需要用下文的基于 Givens 变换或 Householder 变换的方法计算。

计算方法（基于 Givens 变换）：任何 n 阶实非奇异矩阵 A 都可以通过左连乘 Givens 初等旋转矩
阵化为上三角矩阵。

1. 由于 det(A) 6= 0，因此 A 的第一列 (a11, a21, . . . , an1)
T 6= 0，根据前文的定理，存在有限个

Givens 矩阵的乘积 T1，使得

T1(a11, a21, . . . , an1)
T =

∣∣(a11, a21, . . . , an1)T ∣∣ · e1
将 T1 作用在 A 上得：

T1A =


a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n

0
... A(1)

0


2. 由于 det(A(1)) 6= 0，因此 A(1) 的第一列

(
a
(1)
22 , a

(1)
32 , . . . , a

(1)
n2

)T
6= 0，于是存在有限个 Givens
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矩阵的乘积 T2，使得

T2

(
a
(1)
22 , a

(1)
32 , . . . , a

(1)
n2

)T
=

∣∣∣∣(a(1)22 , a
(1)
32 , . . . , a

(1)
n2

)T ∣∣∣∣ · e1
将 T2 作用在 A 上得：

T2A
(1) =


a
(2)
22 a

(2)
23 · · · a

(2)
2n

0
... A(2)

0


3. 重复上述步骤，直到第 n− 1 步：

Tn−1A
(n−2) =

[
a
(n−1)
n−1,n−1 a

(n−1)
n−1,n

0 a
(n−1)
nn

]

4. 最后，令：

T =

[
In−2 O

O Tn−1

]
· · ·

[
I2 O

O T3

][
I1 O

O T2

]
T1

则：

TA =



a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1,n−1 a

(1)
1n

a
(2)
22 · · · a

(2)
2,n−1 a

(2)
2n

. . . ...
...

a
(n−1)
n−1,n−1 a

(n−1)
n−1,n

a
(n−1)
nn


即 A = QR，其中 Q = T−1 = T T，R 就是上面化出来的那一大坨上三角矩阵。

注解. 该过程与高斯消元法有异曲同工之妙。

计算方法（基于 Householder 变换）：任何 n 阶实非奇异矩阵 A 都可以通过左连乘 Householder
初等反射矩阵化为上三角矩阵。

1. 由于 det(A) 6= 0，因此 A 的第一列 (a11, a21, . . . , an1)
T 6= 0，根据前文的定理，存在一个

Householder 矩阵 H1，使得

H1(a11, a21, . . . , an1)
T =

∣∣(a11, a21, . . . , an1)T ∣∣ · e1
将 H1 作用在 A 上得：

H1A =


a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n

0
... A(1)

0


2. 由于 det(A(1)) 6= 0，因此 A(1) 的第一列

(
a
(1)
22 , a

(1)
32 , . . . , a

(1)
n2

)T
6= 0，于是存在一个 Householder
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矩阵 H2，使得

H2

(
a
(1)
22 , a

(1)
32 , . . . , a

(1)
n2

)T
=

∣∣∣∣(a(1)22 , a
(1)
32 , . . . , a

(1)
n2

)T ∣∣∣∣ · e1
将 H2 作用在 A 上得：

H2A
(1) =


a
(2)
22 a

(2)
23 · · · a

(2)
2n

0
... A(2)

0


3. 重复上述步骤，直到第 n− 1 步：

Hn−1A
(n−2) =

[
a
(n−1)
n−1,n−1 a

(n−1)
n−1,n

0 a
(n−1)
nn

]

4. 最后，令：

H =

[
In−2 O

O Hn−1

]
· · ·

[
I2 O

O H3

][
I1 O

O H2

]
H1

则：

HA =



a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1,n−1 a

(1)
1n

a
(2)
22 · · · a

(2)
2,n−1 a

(2)
2n

. . . ...
...

a
(n−1)
n−1,n−1 a

(n−1)
n−1,n

a
(n−1)
nn


即 A = QR，其中 Q = H−1 = HT，R 就是上面化出来的那一大坨上三角矩阵。

定义 4.12 (Hessenberg 矩阵). 称次对角线以下全为零的矩阵为 Hessenberg 矩阵。

F =



a11 a12 a13 · · · a1,n−1 a1n

a21 a22 a23 · · · a2,n−1 a2n

0 a32 a33 · · · a3,n−1 a3n
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · an−1,n−1 an−1,n

0 0 0 · · · an,n−1 ann


定理 4.18. 任何实方阵都可以通过初等旋转变换正交相似于 Hessenberg 矩阵。即：设 A ∈ Rn×n，
则存在有限个 Givens 矩阵之积 Q，使得 QAQT = F .

证明. 1. 对 A，若 β(0) = (a21, . . . , an2)
T 6= 0，则存在有限个 Givens 矩阵之积 T0，使得
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T0β
(0) = |β(0)|e1 = a

(1)
21 e1：

[
1

T0

]
A

[
1

T0

]T
=



a11 a
(1)
12 a

(1)
13 · · · a

(1)
1n

a
(1)
21

0
... A(1)

0


若 β(0) = 0，转 2；

2. 对 A(1)，若 β(1) = (a
(1)
32 , . . . , a

(1)
n2 )

T 6= 0，则存在有限个 Givens 矩阵之积 T1，使得
T1β

(1) = |β(1)|e1 = a
(1)
32 e1：

[
1

T1

]
A(1)

[
1

T1

]T
=



a22 a
(1)
23 a

(1)
24 · · · a

(1)
2n

a
(1)
32

0
... A(2)

0


若 β(1) = 0，转 3；

3. 反复执行上述操作，直到 n− 2 步结束。
4. 最后，令：

Q =

[
In−2

Tn−3

]
· · ·

[
I2

T1

][
1

T0

]

则 QAQT = F .

定理 4.19. 任何实方阵都可以通过初等反射变换正交相似于 Hessenberg 矩阵。即：设 A ∈ Rn×n，
则存在有限个 Householder 矩阵之积 Q，使得 QAQT = F .

证明. 类似定理 4.18 的证明。

推论 4.20. 任何实对称矩阵都可以通过初等旋转变换或初等反射变换正交相似于“实对称三对角矩
阵”。

证明. 由定理 4.18 可知，存在有限个 Givens 矩阵之积 Q，使得 QAQT = F . 于是，当 A 是
实对称矩阵时，有：

AT = A =⇒ F = QAQT = QATQT = F T

因此 F 是“实对称三对角矩阵”。

4.3 矩阵的满秩分解

定义 4.13 (满秩分解). 设 A ∈ Cm×n
r ，若存在矩阵 F ∈ Cm×r

r 和 G ∈ Cr×n
r ，使得 A = FG，则称

A 可作满秩分解。当 A 列满秩或行满秩时，A 可分解为单位矩阵及其本身，称作平凡分解。
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定理 4.21. 设 A ∈ Cm×n
r ，则 A 的满秩分解存在。

证明（构造性）. 设 A = (a1, . . . , an)，取其列向量的一个极大线性无关组 {ai1, . . . , air}，则
A 的各列都可以表示为该线性无关组的线性组合，即：

ai = g1iai1 + g2iai2 + · · ·+ griair, ∀ i = 1, . . . , n

写作矩阵形式：

A = FG =


| | |
ai1 ai2 . . . air

| | |



g11 g12 · · · g1n

g21 g22 · · · g2n
...

... . . . ...
gr1 gr2 · · · grn


这样就构造出了 A 的满秩分解。

注意. 满秩分解并不唯一。例如，设 A = FG，D ∈ Cr×r
r ，则 A = FDD−1G = (FD)(D−1G)

也是一个合法的满秩分解。

上文中我们通过寻找极大线性无关组并将 A 的各列表示为其线性组合的方式构造出了满秩分
解，但这种计算方法太麻烦了。有没有更简单的计算方法呢？

计算方法（化行阶梯形）：设 A ∈ Cm×n 经初等行变换后化作行阶梯形：

A
行−→ B ⇐⇒ PA = B ⇐⇒ A = P−1B

将 B 与 P−1 写作如下分块形式：

P−1 =
[
Fm×r Sm×(m−r)

]
, B =

[
Gr×n

O(m−r)×n

]

那么：

A = P−1B =
[
Fm×r Sm×(m−r)

] [ Gr×n

O(m−r)×n

]
= FG

也就是说满秩分解中的 F 就是 P−1 的前 r 列，G 就是 B 的前 r 行。

然而，这个方法需要求解 P−1，依然不是很友好，因此我们有下面的方法。

定义 4.14 (Hermite 标准形). 形如下式的矩阵称为 Hermite 标准形（行最简阶梯形）：
0 1 × × 0 × ×
0 0 0 0 1 × ×
0 0 0 0 0 0 0


定理 4.22. 任意非零矩阵 A ∈ Cm×n

r 都可以通过初等行变换化为 Hermite 标准形 B，且 B 的前 r

行线性无关。
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定义 4.15 (列置换矩阵). P = (ej1 , ej2 , . . . , ejn)，其中 j1, . . . , jn 是 1, . . . , n 的一个排列。AP 的作
用就是对 A 进行列置换。

计算方法（化 Hermite标准形）：根据以上的知识，我们可以首先通过初等行变换将 A化作 Hermite
标准形 B：

A
行−→ B ⇐⇒ PA = B ⇐⇒ A = P−1B

与之前不同的是，由于 B 现在是 Hermite 标准形，因此存在一个置换矩阵 P1，使得列置换后可以
写作如下分块形式：

BP1 =

[
Ir B12

O O

]
因此：

AP1 = P−1BP1 =
[
F S

] [ Ir B12

O O

]
=
[
F FB12

]
也就是说，之前为了求解 F 我们要算 P−1，但这里我们发现 F 就是 A 经过同样的列置换后的前 r

列！并且实际计算中我们不必真的置换，只需要观察 B 中哪些列构成单位阵，那么拿出 A 中对应
的列构成 F 即可。

例 4.1. 设 A =


1 0 1 1

2 1 2 1

2 0 2 2

4 2 4 2

，求 A 的满秩分解。

解：将 A 化作 Hermite 标准形：

A
行−→


1 0 1 1

0 1 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

 = B

那么 G 就是 B 的前两行：

G =

[
1 0 1 1

0 1 0 −1

]
又因为 B 的前两列构成了单位阵，所以取出 A 的前两列构成 F：

F =


1 0

2 1

2 0

4 2


这样就得到了满秩分解：A = FG.

回忆 4.2 节中 QR 分解（定义 4.11，定理 4.16，定理 4.17）是对非奇异方阵或列满秩矩阵讨论
的，即：

• 若 A 是非奇异方阵，则可分解为正交/酉矩阵 Q 与非奇异上三角矩阵 R 的乘积，且在除去相

78



差一个对角元素的绝对值/模全等于 1 的对角矩阵外，分解唯一。
• 若 A 是列满秩矩阵，则可分解为 Q 与非奇异上三角矩阵 R 的乘积，其中 QHQ = I（即各列
正交），且在除去相差一个对角元素的绝对值/模全等于 1 的对角矩阵外，分解唯一。

那么如果 A 不是列满秩的呢，这种情况下我们依旧可以保持 Q 各列的正交性，但是 R 不再是上三
角矩阵。

定理 4.23. 设矩阵 A ∈ Cm×n
r ，则有分解：

A = QR

其中 Q ∈ Cm×r
r 且 QHQ = I，R ∈ Cr×n 且行线性无关。

证明. 对 A 进行满秩分解：
A = FG

其中 F ∈ Cm×r
r ，G ∈ Cr×n

r ，对 F 作 QR 分解：

F = QR1

其中 Q ∈ Cm×r
r 且 QHQ = I，R1 ∈ Cr×r

r 为非奇异上三角矩阵。因此，

A = Q(R1G) = QR

其中 R = R1G ∈ Cr×n
r 为行线性无关的矩阵。

4.4 矩阵的奇异值分解

定理 4.24. 对任意 A ∈ Cm×n，AHA 是 Hermite 半正定矩阵。

证明. AHA 是 Hermite 矩阵显然，下面证明半正定性：

xHAHAx = (Ax)H(Ax) = ‖Ax‖2 ≥ 0, ∀x 6= 0

定理 4.25. 齐次方程组 Ax = 0 与 AHAx = 0 同解。

证明. 若 Ax = 0，则显然 AHAx = 0；另一方面，

AHAx = 0 =⇒ xHAHAx = 0 =⇒ ‖Ax‖ = 0 =⇒ Ax = 0

定理 4.26. 设 A ∈ Cm×n，有 rank(A) = rank(AHA).
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证明. 根据定理 4.25，A 与 AHA 的零空间相同，因此维数相同 dimN(A) = dimN(AHA)，
即 n− rank(A) = n− rank(AHA)，故 rank(A) = rank(AHA).

定理 4.27. A = Om×n ⇐⇒ AHA = Om×n

证明. =⇒ 显然；⇐=：根据定理 4.26，rank(A) = rank(AHA) = 0，所以 A = O.

在接下来的部分，我们先介绍 Hermite 矩阵的谱分解，然后将其扩展为一般非奇异方阵的酉对
角分解，最后即可扩展到一般矩阵的奇异值分解。

定理 4.28 (Hermite 矩阵的谱分解). 设 A 是一个 Hermite 矩阵，U = (u1, . . . , un) 为 A 的特征向
量组成的酉矩阵，λ1, . . . , λn 为 A 的特征值，则：

UHAU = Λ =


λ1

λ2

. . .
λn


或写作矩阵分解形式：

A = UΛUH =
[
u1 u2 · · · un

]

λ1

λ2

. . .
λn




uH1

uH2
...
uHn

 =
n∑

i=1

λiuiu
H
i

对于一般的非奇异方阵，如果仍然想使用酉矩阵将其化简为对角阵，那么需要放弃左右酉矩阵
相等的约束，如下所述。

定理 4.29 (非奇异方阵的酉对角分解). 设 A 为 n 阶非奇异矩阵，则存在 n 阶酉矩阵 U 和 V，使
得：

UHAV = Σ =


σ1

σ2
. . .

σn

 , σi > 0

或写作矩阵分解形式：

A = UΣV H =
[
u1 u2 · · · un

]

σ1

σ2
. . .

σn




vH1

vH2
...
vHn

 =
n∑

i=1

σiuiv
H
i
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证明. 由于 AHA 是非奇异 Hermite 半正定矩阵，因此有谱分解：

AHA = V Σ2V H = V


σ2
1

σ2
2

. . .
σ2
n

V H

其中 σ2
i 是 AHA 的特征值。令 U = AV Σ−1，则：

UHU = Σ−1V HAHAV Σ−1 = Σ−1V H(V Σ2V H)V Σ−1 = I

因此 U 也是酉矩阵。并且：
UΣV H = AV Σ−1ΣV H = A

酉对角分解的计算方法：计算方法就是证明中的构造方法，即先将 AHA 酉对角化，求解 V 和 Σ，
再令 U = AV Σ−1 即可。

注解. 将 A 视作 Cn 上的线性变换：

A = UΣV H ⇐⇒ AV = UΣ

因此酉对角分解相当于 A 在基 U, V 下的表示矩阵为 Σ.

定理 4.30 (一般矩阵的奇异值分解). 设 A ∈ Cm×n
r ，则存在 m 阶酉矩阵 U 和 n 阶酉矩阵 V 使得：

UHAV = Σ =



σ1 O

σ2
. . .

σr

O O


, σi > 0

或写作矩阵分解形式：

A = UΣV H =
[
u1 u2 · · · um

]


σ1 O

σ2
. . .

σr

O O




vH1

vH2
...
vHn
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证明. 由于 AHA 是 Hermite 半正定矩阵，因此其谱分解为：

AHA = V

[
Σ2

r O

O O

]
V H

划分 V = (V1 | V2)，其中 V1 是 V 的前 r 列，V2 是 V 的后 n− r 列，于是：

AHAV = V

[
Σ2

r O

O O

]
=⇒

(
AHAV1 | AHAV2

)
=
(
V1Σ

2
r | O

)
也即：

• AHAV1 = V1Σ
2
r =⇒ V H

1 AHAV1 = Σ2
r =⇒ (AV1Σ

−1
r )H(AV1Σ

−1
r ) = I

• AHAV2 = O =⇒ V H
2 AHAV2 = O =⇒ (AV2)

H(AV2) = O =⇒ AV2 = O

令 U1 = AV1Σ
−1
r ∈ Cm×r，容易验证 UH

1 U1 = I. 将 U1 的列扩充为 Cm 的标准正交基：

U =
[
U1 U2

]
那么：

UHAV = UH
[
AV1 AV2

]
=

[
UH

1

UH
2

] [
U1Σr O

]
=

[
UH

1 U1Σr O

UH
2 U1Σr O

]
=

[
Σr O

O O

]

奇异值分解的计算方法：计算方法就是证明中的构造方法，即先求解 AHA 的特征向量 V 和特征值
Σ2，再计算 U1 = AV1Σ

−1
r ，然后将其列扩充为标准正交基构成 U . 当然换一个方向也可以：先求解

AAH 的特征向量 U 和特征值 Σ2
r，再计算 V1 = A−1U1Σr，然后将其列扩充为标准正交基构成 V .

一般可以根据 AHA 和 AAH 哪个矩阵更小更好算决定选择哪一种方法。

注意. 不能计算 AHA 的特征向量作为 V，同时计算 AAH 的特征向量作为 U .

注解. 将 A 视作 Cn 到 Cm 的线性映射：

A = UΣV H ⇐⇒ AV = UΣ

因此奇异值分解相当于 A 在基 U, V 下的表示矩阵为 Σ.

注解. SVD 可视化理解：
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定理 4.31 (秩 k 最佳逼近). 设 A = UΣV H，定义 Ak 为：

Ak =
k∑

i=1

σiuiv
H
i , k < r

则：

min
rank(B)=k

‖A−B‖1 = ‖A−Ak‖1 = σk+1

min
rank(B)=k

‖A−B‖2F = ‖A−Ak‖2F = σ2
k+1 + · · ·σ2

r

定理 4.32. 设 A = UΣV H，则：

N(A) = span{vr+1, vr+2, . . . , vn}

R(A) = span{u1, u2, . . . , ur}

证明. 设

A = UΣV H =
[
U1 U2

] [Σr O

O O

][
V H
1

V H
2

]
= U1ΣrV

H
1

容易验证：
U1ΣrV

H
1 x = 0 ⇐⇒ V H

1 x = 0

(1).

N(A) = {x | Ax = 0} = {x | U1ΣV
H
1 x = 0}

= {x | V H
1 x = 0} = N(V H

1 ) = R⊥(V1)

= R(V2) = span{vr+1, . . . , vn}
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(2).

R(A) = {y | y = Ax} = {y | y = U1(ΣV
H
1 x)} ⊂ {y | y = U1z} = R(U1)

R(U1) = {y | y = U1z} = {y | y = A(V1Σ
−1
1 z)} ⊂ {y | y = Ax} = R(A)

=⇒ R(A) = R(U1) = span{u1, u2, . . . , ur}

定理 4.33 (正规矩阵的奇异值分解). 设 A 是正规矩阵（即 AHA = AAH），则 A 酉相似于对角矩
阵，即存在酉矩阵 U 使得：

A = U



λ1

. . .
λr

0
. . .

0


UH

其中 λi 是 A 的特征值（注意可能为负）。那么可以构造奇异值分解如下：

A = U



|λ1|
. . .

|λr|
0

. . .
0


︸ ︷︷ ︸

Σ



λ1/|λ1|
. . .

λr/|λr|
1

. . .
1


UH

︸ ︷︷ ︸
V H

定义 4.16 (正交相抵). 设有矩阵 Am×n, Bm×n，若存在酉矩阵 Um×m, Vn×n 使得 UHAV = B，则
称 A 与 B 正交相抵。

性质. 正交相抵是一个等价关系，即满足自反性、对称性和传递性。

定理 4.34. 若 A 与 B 正交相抵，则 σA = σB.

证明. B = UHAV =⇒ BHB = V HAHUUHAV = V HAHAV =⇒ λBHB = λAHA =⇒
σB = σA.
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5 特征值的估计

5.1 特征值的估计

矩阵的特征值在理论上和实际应用中都是十分重要的，但是特征值的计算一般是非常麻烦的，
尤其当矩阵的阶数比较高时，要精确计算出矩阵的特征值是相当困难的，因此，由矩阵元素的简单
关系式估计出特征值的范围就显得尤为重要。本节将主要给出特征值的估计与圆盘定理，以及谱半
径的估计。

定理 5.1 (特征值的上界). 设 A ∈ Rn×n，令：

M = max
1≤r,s≤n

1

2
|ars − asr|

若 λ 表示 A 的任一特征值，则 λ 的虚部 Im(λ) 满足不等式：

|Im(λ)| ≤M

√
n(n− 1)

2

|Im(λ)| ≤ ‖A−AT ‖2
2

|Im(λ)| ≤ ‖A−AT ‖1 ·
√
n

2

注解. 基本思想：任何一个实方阵都可以拆分为实对称阵和实反对称阵的和：

A =
1

2
(A+AT ) +

1

2
(A−AT )

我们知道实对称阵的特征值一定是实数，而实反对称阵的特征值一定是 0 或虚数。因此，
可以认为上面的两部分分别决定了特征值的实部和虚部，这就是为什么我们关注 M =

max
1≤r,s≤n

1
2
|ars − asr|.

证明. 暂略。

定义 5.1 (行对角占优). 设 A ∈ Cn×n，令：

Rr(A) =
n∑

s=1,s ̸=r

|ars|, r = 1, . . . , n

若 |arr| > Rr(A), ∀ r = 1, . . . , n，则称矩阵 A 按行对角占优。

定理 5.2. 行对角占优阵一定可逆。

证明. 假设 A不可逆，则其列线性相关，即存在不全为零的 k1, . . . , kn使得 k1a1+· · ·+knan =

0. 设 kr 是其中模长最大的，考虑第 r 个分量：

k1ar1 + · · ·+ knarn = 0 =⇒ arr = −
n∑

s=1,s ̸=r

ks
kr
ars
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于是：

|arr| ≤
n∑

s=1,s ̸=r

|ks|
|kr|

|ars| ≤
n∑

s=1,s ̸=r

|ars|

与 A 行对角占优矛盾，故假设不成立。

定理 5.3 (行对角占优阵的行列式的上下界). 设 A ∈ Cn×n 且按行对角占优，令：

Mr = |arr|+
n∑

s=r+1

|ars|, mr = |arr| −
n∑

s=r+1

|ars|, r = 1, . . . , n

则：

0 <
n∏

r=1

mr ≤ | detA| =
n∏

r=1

|λr(A)| ≤
n∏

r=1

Mr

当 ars = 0 (s > r) 时等号成立。

证明. 对 A 分块：

A =


a11 a12 · · · a1n

a21
... A1

an1


设 x = (ξ2, . . . , ξn)

T 且满足： 
a21
...
an1

+A1


ξ2
...
ξn

 = 0

则有 |ξk| = max{|ξ2|, . . . , |ξn|} < 1，证明方式与上面证明行对角占优矩阵一定可逆的方式类
似。于是，利用行列式的性质，有：

det(A) = det
(
A

[
1 0

x In−1

])
= det



b11 a12 · · · a1n

0 A1


 = |b11| · det(A1)

其中

b11 = a11 +
n∑

s=2

a1sξs, |ξs| < 1

因此 m1 ≤ |b11| ≤M1. 然后递归地对 A1 做类似推导即可。

定理 5.4 (Hadamard 不等式). 设 A ∈ Cn×n，则有：

| det(A)| =
n∏

r=1

|λr(A)| ≤

[
n∏

s=1

(
n∑

r=1

|ars|2
)]1/2
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注解 (直观解释). 平行多面体的体积小于等于将其拉成正立方体的体积。

证明. 若 a1, . . . , an 线性无关，则显然成立；否则，进行 Gram-Schmidt 正交化过程，写作矩
阵形式：

(a1, a2, . . . , an) = (b1, b2, . . . , bn)


1 k21 · · · kn1

1 · · · kn2
. . . ...

1


易知 ‖ai‖2 ≥ ‖bi‖2，于是：

| det(A)|2 = | det(B)|2 = det(BHB) = ‖b1‖2 · · · ‖bn‖2 ≤ ‖a1‖2 · · · ‖an‖2

定理 5.5 (Schur 不等式，特征值模长平方和的界). 设 A ∈ Cn×n 的特征值为 λ1, . . . , λn，则：

n∑
r=1

|λr|2 ≤
n∑

r=1

n∑
s=1

|ars|2 = ‖A‖2F

证明. 根据 Schur 定理 1.71，存在酉矩阵 U 使得 A = UTUH，其中 T 为上三角矩阵，对角
元素为 A 的特征值，且：

n∑
r=1

|λr|2 =
n∑

k=1

|tkk|2 ≤
n∑

r=1

n∑
s=1

|trs|2 = tr(THT ) = tr(AHA)

定义 5.2 (行盖尔圆). 设 A ∈ Cm×n，记第 i 个行盖尔圆为：

Si = {z | |z − aii| ≤ Ri, z ∈ C}

其中 Ri = Ri(A) =
∑

j ̸=i |aij |.

定理 5.6 (圆盘定理 1). A 的所有特征值在其 n 个盖尔圆的并集之内，即：

λ ∈ S =
n⋃

i=1

Si =
n⋃

i=1

{z | |z − aii| ≤ Ri, z ∈ C}

证明. 设 Ax = λx，写作分量形式：

n∑
j=1

aijxj = λxi =⇒ (λ− aii)xi =
∑
j ̸=i

aijxj
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设 xt 为 x 各分量中模最大的那个，则 xt 6= 0，上式取 i = t 后两边同时除以 xt 并取模得：

|λ− att| =
∑
j ̸=t

|atj |
∣∣∣∣xjxt
∣∣∣∣ ≤∑

j ̸=t

|atj | = Rt(A)

因此 λ ∈ St. 于是任意特征值 λ ∈
⋃n

i=1 Si.

注解. 圆盘定理 1 说明，特征值 λ 属于特征向量最大分量的下标对应的盖尔圆。

定理 5.7 (圆盘定理 2). 设矩阵 A 的 n 个盖尔圆有 k 个互相连通并且与其余 n − k 个不相交，则
这个连通区域中恰有 k 个特征值。

注解. 设 A = D +B，其中 D 为对角矩阵。设 A(t) = D + tB，则当 t = 0 时，所有盖尔圆
都是点，也就是特征值；当 t 从 0 到 1 连续变化时，盖尔圆越来越大，而特征值也是连续变
化的，所以 t = 1 时特征值只能在其连通区域内，不可能跳跃到不连通的另一个区域中。从
这个角度也可以知道，当两个盖尔圆相切时，其特征值最多到达切点处。

推论 5.8. 若 n 阶矩阵 A 的 n 个盖尔圆两两互不相交（都是孤立的），则 A 相似于对角矩阵。

推论 5.9. 设 n 阶实矩阵 A 的 n 个盖尔圆两两互不相交，则 A 的特征值全为实数。

证明. 由于 A 为实矩阵，故所有盖尔圆的圆心都在实轴上。若 A 有复特征值，则必有与之关
于实轴对称的共轭复对称值，与其在同一个盖尔圆中。由于盖尔圆两两互不相交，且一个孤
立盖尔圆内只能有一个特征值，所以 A 的特征值只能都是实数。

定义 5.3 (列盖尔圆). 设 A ∈ Cm×n，记第 j 个列盖尔圆为：

Gj = {z | |z − ajj | ≤ R′
j , z ∈ C}

其中 R′
j = R′

j(A) =
∑

i ̸=j |aij |.

推论 5.10. 列盖尔圆有与行盖尔圆类似的圆盘定理。结合二者可知，A 的所有特征值都在以下平面
区域之中：

T =

(
n⋃

i=1

Si

)
∩

(
n⋃

j=1

Gj

)

定理 5.11. 相似矩阵的盖尔圆的圆心相同、半径不同。

证明. 由于 B = P−1AP 的第 i 行第 j 列元素为 aijpi/pj，所以对于 B：

Ri =
∑
j ̸=i

∣∣∣∣aij · pipj
∣∣∣∣

而圆心依旧是 aii · pi/pi = aii.
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注解. 这个定理可以用于隔离特征值：取 P = diag(p1, . . . , pn), pi > 0，若想要缩小半径，则
将对应元素设置得大一些，这样原本相交的盖尔圆就能被隔离开了。

定理 5.12. 设 A 为 n 阶正规矩阵，则：

ρ(A) = ‖A‖2 =
√
λAHA

其中 λAHA 为 AHA 的最大特征值。

证明. 设 A 的特征值为 λ1, . . . , λn，存在酉矩阵 U 使得：

UHAU = diag(λ1, . . . , λn)

于是：
UHAHU = diag(λ̄1, . . . , λ̄n)

因此：
UHAHAU = diag(|λ1|2, . . . , |λn|2)

故 AHA 的特征值为 |λ1|2, . . . , |λn|2，记 λAHA = max1≤i≤n |λi|2，则：

‖A‖2 =
√
λAHA = max

1≤i≤n
|λi| = ρ(A)

注解. 由于实对称矩阵、实反对称矩阵、正交矩阵、酉矩阵、Hermite 矩阵、反 Hermite 矩
阵、对角矩阵都是正规矩阵，所以它们都有性质 ρ(A) = ‖A‖2.

注解. 事实上，从上述证明过程可以看出，正规矩阵的奇异值等于特征值的模长的平方（可
以一一对应上）。

5.2 广义特征值问题

定义 5.4 (广义特征值). 设 A,B 为 n 阶方阵，若存在数 λ，使得方程 Ax = λBx 存在非零解，则
称 λ 为 A 相对于 B 的广义特征值，x 为 A 相对于 B 的属于广义特征值 λ 的特征向量。

广义特征值求解：解 (λB − A)x = 0 ⇐⇒ det(λB − A) = 0 即可。注意这里的特征多项式
det(λB −A) 不一定是 n 阶多项式，从而不一定有 n 个根。

以下仅考虑 A,B 是正定 Hermite 矩阵的情形。

定义 5.5 (按 B 标准正交化). 若向量系 (x1, . . . , xn) 满足：

(xi, Bxj) = δij

称该向量系为按 B 标准正交化的向量系。
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定义 5.6 (广义特征值的等价表述 1). 由于 B 正定，因此可逆，故：

Ax = λBx =⇒ B−1Ax = λx

转化为了标准特征值问题。但一般而言 B−1A 不再是 Hermite 矩阵。

定义 5.7 (广义特征值的等价表述 2). 由于 B为 Hermite矩阵，因此存在 Cholesky分解，B = GGH，
其中 G 满秩，于是：

Ax = λBx =⇒ Ax = λGGHx

令 y = GHx，则：
G−1A(GH)−1y = λy

转化为了标准特征值问题，且 G−1A(GH)−1 仍然是 Hermite 矩阵，因此广义特征值为实数，设为
λ1 ≤ · · · ≤ λn，且存在一组正交归一化的特征向量 (y1, . . . , yn)，即：

G−1A(GH)−1yi = λyi

yHi yj = δij

将 y 还原为 x，则：

yHi yj = (GHxi)
H(GHxj) = xHi GG

Hxj = xHi Bxj = δij

即 (x1, . . . , xn) 按 B 标准正交。

5.3 对称矩阵特征值的极性

我们首先讨论实对称矩阵特征值的极性与 Rayleigh 商。本节中记实对称矩阵 A 的特征值按大
小排列为 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn，对应标准正交特征向量系为 p1, p2, . . . , pn.

注解. 将 Rayleigh 商定义在实对称矩阵上是为了保证特征值一定是实数，这样才可以比较。

定义 5.8 (Rayleigh 商). 设 A 是 n 阶实对称矩阵，x ∈ Rn，定义矩阵 A 的 Rayleigh 商为：

R(x) =
xTAx

xTx
, x 6= 0

定理 5.13. 设 A 为实对称矩阵，则：

min
x ̸=0

R(x) = λ1, max
x ̸=0

R(x) = λn

证明 1. 任取 x 6= 0，依标准正交特征向量系分解 x = c1p1 + · · ·+ cnpn，则：

xTx = c21 + · · ·+ c2n, xTAx = c21λ1 + · · ·+ c2nλn
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故：

R(x) = k1λ1 + · · ·+ knλn, where ki =
c2i

c21 + · · ·+ c2n

容易推出 λ1 ≤ R(x) ≤ λn，且 R(p1) = λ1, R(pn) = λn.

证明 2（梯度法）. 取对数 lnR(x) = ln(xTAx)− ln(xTx)，求导并令为零：

d lnR(x)
dx =

2Ax

xTAx
− 2x

xTx
= 0 =⇒ Ax = R(x)x

因此极值点处 R(x) 为 A 的特征值，x 为对应特征向量。于是最小值为最小特征值 λ1，最大
值为最大特征值 λn.

证明 3（拉格朗日乘子法）. 原问题可等价转换为如下带约束优化问题：

min
xT x=1

xTAx, max
xT x=1

xTAx

引入拉格朗日函数：
L(x, λ) = xTAx− λxTx

求导并令为零：
∂L(x, λ)

∂x
= 2Ax− 2λx = 0 =⇒ Ax = λx

这意味着极值点 x为 A的特征向量，λ是对应特征值。此时，极值正好也是 xTAx = λxTx = λ.
因此，原问题最小值就是 A 的最小特征值 λ1，最大值就是 A 的最大特征值 λn.

注解. 由于 x 模长不影响 R(x)，所以上述定理也常常写作：

min
∥x∥2=1

xTAx = λ1, max
∥x∥2=1

xTAx = λn

下文视情况两种写法都可能出现。

定理 5.14 (Rayleigh 商中的向量扩展为矩阵). 设 A 为实对称矩阵，则对于任意的 1 ≤ r ≤ n 有：

min
XTX=Ir

tr(XTAX) = λ1 + · · ·+ λr

证明. 对 A 作谱分解 A = PΛP T，其中 P 为正交矩阵，Λ = diag(λ1, . . . , λn). 记 B = P TX，
则问题转化为对角矩阵情形，即求证：

min
BTB=Ir

tr(BTΛB) = λ1 + · · ·+ λr

记 BBT 的对角元素为 B11, . . . , Bnn，则可以证明在 BTB = I 的条件下，0 ≤ Bii ≤ 1. 因此：

tr(BTΛB) = tr(ΛBBT ) = λ1B11 + · · ·+ λnBnn
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所以这是一个关于 B11, . . . , Bnn 的线性约束下的线性问题，最小值必然在约束区域的顶点处
取得。显然这个顶点应该是 B11 = · · · = Brr = 1，Br+1,r+1 = · · · = Bnn = 0，此时取到最小
值 λ1 + · · ·+ λr.

定理 5.15. 设 x ∈ L(pr, pr+1, . . . , ps), 1 ≤ r ≤ s ≤ n，则：

min
x ̸=0

R(x) = λr, max
x ̸=0

R(x) = λs

证明. 证明与前面的定理证明类似。

注解. 这个定理表明 Rayleigh 商在特征向量张成的子空间中的极值就是对应最大最小特征
值。但是在实际应用中，特征向量张成的子空间并不好找，所以下面的 Courant-Fischer 定
理只限制子空间维数为 k，再对所有 k 维子空间求极值。

定理 5.16 (Courant-Fischer). 设 Vk 表示 Rn 中的任意一个 k 维子空间，则：

λk = min
Vk

max
x∈Vk,x ̸=0

R(x)

或写作：
λk = min

Vk

max
x∈Vk,∥x∥2=1

xTAx

证明. 取 Vk = L(p1, . . . , pk)，根据定理 5.15 有：

max
x ̸=0

R(x) = λk

因此下面只需要证明对所有 Vk，max
x ̸=0

R(x) ≥ λk. 构造 Rn 的 n − k + 1 维子空间 Wk =

L(pk, pk+1, . . . , pn)，则任一 Vk 与 Wk 必有交集。取非零向量 x ∈ Vk ∩Wk，设 x = ckpk +

· · ·+ cnpn，则：

R(x) =
c2kλk + · · ·+ c2nλn

c2k + · · · c2n
≥ λk

推论 5.17. 将 A 替换成 −A，能立刻得到如下结论：

λn−k+1 = max
Vk

min
x∈Vk,x ̸=0

R(x)

定理 5.18. 设实对称矩阵 A 和 A+Q 的特征值分别为 λ1 ≤ · · · ≤ λn 和 µ1 ≤ · · · ≤ µn，则：

|λi − µi| ≤ ‖Q‖2
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证明. 利用 Courant-Fischer 定理，

µi + ‖Q‖2 = min
Vi

max
x∈Vi,∥x∥2=1

xT (A+Q)x+ ‖Q‖2I

= min
Vi

max
x∈Vi,∥x∥2=1

xT (A+Q+ ‖Q‖2I)x

≥ min
Vi

max
x∈Vi,∥x∥2=1

xTAx

= λi

不等式是因为 Q+ ‖Q‖2I 为半正定矩阵。另一个方向可以进行类似的证明（用 Q−‖Q‖2I 为
半负定矩阵）。

注解. 为什么 Q+ ‖Q‖2I 是半正定矩阵？对 Q 进行谱分解 Q = PΛP T，则：

Q+ ‖Q‖2I = PΛP T + ‖Λ‖2I = P (Λ + ‖Λ‖2I)P T

因此只需要证明对角矩阵 Λ + ‖Λ‖2I 是半正定矩阵。由于 ‖Λ‖2 = ρ(Λ)，因此其对角元素一
定非负，这样就完成了证明。

定义 5.9 (广义 Rayleigh 商). 设 A,B 为 n 阶实对称矩阵，且 B 正定，定义矩阵 A 相对于矩阵 B

的广义 Rayleigh 商为：

R(x) =
xTAx

xTBx
, x 6= 0

定理 5.19. 非零向量 x0 是 R(x) 的驻点的充要条件是 x0 为 Ax = λBx 的属于特征值 λ 的特征向
量。

推论 5.20. 若 x0 是 A 相对于 B 的特征向量，则 R(x0) 是与之对应的特征值。

定理 5.21 (Courant-Fischer 定理在广义特征值上的扩展). 广义特征值问题有如下极小极大性质：

λk = min
Vk

max
x∈Vk,x ̸=0

R(x)

λn−k+1 = max
Vk

min
x∈Vk,x ̸=0

R(x)

定理 5.22 (矩阵奇异值的极性). 设 A ∈ Rm×n
r 的奇异值为：

0 = σ1 = σ2 = · · · = σn−r < σn−r+1 ≤ · · · ≤ σn

A+Q ∈ Rm×n
r′ 的奇异值为：

0 = τ1 = τ2 = · · · = τn−r′ < τn−r′+1 ≤ · · · ≤ τn

则有：
|σi − τi| ≤ ‖Q‖2 (i = 1, 2, . . . , n)

注解. 对比定理 5.18。
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5.4 矩阵的直积及其应用

定义 5.10 (直积 / Kronecker 积). 设 A = (aij) ∈ Cm×n，B = (bij) ∈ Cp×q，则称 A 与 B 的直积
（Kronecker 积）为：

A⊗B =


a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

... . . . ...
am1B am2B · · · amnB

 ∈ Cmp×nq

换句话说，aijbkl 放在 A⊗B 的 ((i− 1)m+ k, (j − 1)n+ l) 处。

性质. k(A⊗B) = (kA)⊗B = A⊗ (kB)

性质. 若 A,B 同阶，则 (A+B)⊗ C = A⊗ C +B ⊗ C，C ⊗ (A+B) = C ⊗A+ C ⊗B.

性质. (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)

证明思路. 证明 aijbklcuv 在同一个位置。

性质. (A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD

证明思路. 直接展开。

推论 5.23. (A1 ⊗ · · · ⊗ Al)(B1 ⊗ · · · ⊗Bl) = A1B1 ⊗ · · · ⊗ AlBl

推论 5.24. (A1 ⊗B1) · · · (Al ⊗Bl) = (A1 · · ·Al)⊗ (B1 · · ·Bl)

性质. (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1

证明. (A⊗B)(A−1 ⊗B−1) = (AA−1)⊗ (BB−1) = I.

性质. 若 A,B 为三角矩阵，则 A⊗B 也是三角矩阵。

性质. (A⊗B)H = AH ⊗BH

性质. 设 Am×m 和 Bn×n 都是酉矩阵，则 A⊗B 也是酉矩阵。

性质. rank(A⊗B) = rank(A) · rank(B)

证明. 对 A,B 作奇异值分解 A = UAΣAV
H
A , B = UBΣBV

H
B ，则：

A⊗B = (UA ⊗ UB)(ΣA ⊗ ΣB)(VA ⊗ VB)
H

按定义易知 ΣA ⊗ ΣB 有 rank(A) · rank(B) 个非零元。证毕。

性质. tr(A⊗B) = tr(A) · tr(B).

证明思路. 直接展开。

性质. 对于方阵 A ∈ Cm×m, B ∈ Cn×n，有 A⊗B 相似于 B ⊗A.
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定义 5.11 (拉直算子). 设 A = (a1, a2, . . . , an)，定义列拉直为：

vec(A) =


a1

a2
...
an

 =
n∑

j=1

ej ⊗ (Aej)

类似地，设 A =


aT1

aT2
...
aTm

，定义行拉直为：

vec(A) =


a1

a2
...
am

 =
m∑
i=1

ei ⊗ (AT ei)

显然有：vec(A) = vec(AT ).

定理 5.25. 设 A ∈ Cm×n, X ∈ Cn×p, B ∈ Cp×q，则：

vec(AXB) = (BT ⊗A)vec(X)

vec(AXB) = (A⊗BT )vec(X)

证明. 这里采用代数形式，采用展开形式也能证：

vec(AXB) =

q∑
j=1

ej ⊗ (AXBej) =

q∑
j=1

ej ⊗

(
AX

(
p∑

k=1

eke
T
k

)
Bej

)

=

q∑
j=1

p∑
k=1

ej ⊗ (AXeke
T
kBej) =

p∑
k=1

q∑
j=1

(eje
T
j B

T ek)⊗ (AXek)

=

p∑
k=1

(BT ek)⊗ (AXek) =

p∑
k=1

(BT ⊗A)(ek ⊗Xek) = (BT ⊗A)vec(X)

推导过程中注意紫色部分是一个数，可以转置并移动到直积的另一边去。行展开类似，或者
直接取转置即可。

定义 5.12 (以矩阵直积定义方幂). 设 A ∈ Cm×n，定义 A[1] = A, A[k+1] = A[k] ⊗A, k = 1, 2, . . ..

性质. (AB)[k] = A[k]B[k]. 利用直积的性质 4 容易证明。

定义 5.13. 对二元函数 f(x, y) =
l∑

i,j=0

cijx
iyj 及矩阵 A ∈ Cm×m, B ∈ Cn×n，定义：

f(A,B) =
l∑

i,j=0

cijA
i ⊗Bj
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定理 5.26 (二元函数 f(A,B) 的特征值). 设 Am×m 的特征值为 λ1, λ2, . . . , λm，Bn×n 的特征值为
µ1, µ2, . . . , µn，则 f(A,B) 的全体特征值为 f(λi, µj), i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

证明. 将 A,B 相似上三角化 A = PARAP
−1
A , B = PBRBP

−1
B ，其中 RA, RB 为上三角矩阵。

那么 Ai = PAR
i
AP

−1
A , B = PBR

i
BP

−1
B ，于是：

f(A,B) =
l∑

i,j=0

cij(PAR
i
AP

−1
A )⊗ (PBR

j
BP

−1
B )

=
l∑

i,j=0

cij(PA ⊗ PB)(R
i
A ⊗Rj

B)(P
−1
A ⊗ P−1

B )

= (PA ⊗ PB)

(
l∑

i,j=0

cijR
i
A ⊗Rj

B

)
(PA ⊗ PB)

−1

由于 Ri
A ⊗Rj

B 是上三角矩阵，其对角元 {λi
rµ

j
s | r = 1, . . . ,m, s = 1, . . . , n} 就是所有特征值，

故 f(A,B) 全体特征值为：

diag
(

l∑
i,j=0

cijR
i
A ⊗Rj

B

)
=

{
l∑

i,j=0

cijλ
i
rµ

j
s | r, s

}
= {f(λr, µs) | r, s}

推论 5.27. A⊗B 的全体特征值为 {λiµj | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}.

推论 5.28. det(A⊗B) = (detA)n(detB)m.

证明. det(A⊗B) =
∏m

i=1

∏n
j=1 λiµj = (

∏m
i=1 λ

n
i )(
∏n

j=1 µ
m
j ) = (detA)n(detB)m.

推论 5.29. tr(A⊗B) = (trA)(trB).

下面我们来看矩阵方程及相关定理。

定理 5.30.
l∑

i=1

AiXBi = F 有解 ⇐⇒ vec(F ) ∈ R

(
l∑

i=1

Ai ⊗BT
i

)

证明. 两边同时进行行拉直，得：

l∑
i=1

(Ai ⊗BT
i )vec(X) = vec(F )

于是结论显然成立。

注解. 遇到形如
l∑

i=1

AiXBi = F 的矩阵方程，其中 X 为未知量，考虑两边同时行拉直。
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定理 5.31. 设 Am×m 的特征值为 λ1, . . . , λm，Bn×n 的特征值为 µ1, . . . , µn，则方程 AX+XB = F

有唯一解的充要条件是：
λi + µj 6= 0, (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n)

证明. 两边同时进行行拉直，得：

(A⊗ I + I ⊗BT )vec(X) = vec(F )

要使该方程有唯一解，则系数矩阵特征值非零。根据上文的定理，A⊗ I + I ⊗BT 的特征值
为 λi + µj，因此命题成立。证毕。

推论 5.32. AX +XB = O 有非零解的充要条件是存在 i0, j0 使得 λi0 + µj0 = 0.

推论 5.33. AX −XA = O 一定有非零解。

定理 5.34. 设 Am×m 的特征值为 λ1, . . . , λm，Bn×n 的特征值为 µ1, . . . , µn，则方程
l∑

k=0

AkXBk = F

有唯一解的充要条件是：
1 + (λiµj) + · · ·+ (λiµj)

l 6= 0

证明. 两边同时进行行拉直，得：

l∑
k=0

(
Ak ⊗ (Bk)T

)
vec(X) = vec(F )

要使该方程有唯一解，则系数矩阵特征值非零。取 f(x, y) =
l∑

k=0

xkyk，则系数矩阵为 f(A,BT )，

因此特征值为 f(λi, µj) = 1 + (λiµj) + · · ·+ (λiµj)
l.
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6 广义逆矩阵

6.1 投影矩阵及其应用

定义 6.1 (投影算子). 设 Cn = L⊕M，则对于任意 x ∈ Cn 有唯一分解 x = y + z, y ∈ L, z ∈ M .
称将 x 变为 y 的变换为沿着 M 到 L 的投影算子，记作 PL,M，即：

PL,Mx = y

性质. R(PL,M ) = L, N(PL,M ) =M . 注意 x− y ∈M .

定义 6.2 (投影矩阵). 投影算子 PL,M 在 Cn 的基 (e1, . . . , en) 下的矩阵称为投影矩阵。

引理 6.1. 设 A ∈ Cn×n 是幂等矩阵，即 A2 = A，则：

N(A) = R(I −A)

证明. 任取 x ∈ N(A)，则 Ax = 0，则 x = Ax + (I − A)x = (I − A)x ∈ R(I − A)，因此
N(A) ⊂ R(I − A)；任取 y ∈ Cn，A(I − A)y = (A − A2)y = 0，故 (I − A)y ∈ N(A)，故
R(I −A) ⊂ N(A)；综上，N(A) = R(I −A).

定理 6.2 (投影与幂等). 矩阵 P 为投影矩阵的充要条件是 P 为幂等矩阵，即：

Pn×n = PL,M ⇐⇒ P 2 = P

证明. 必要性：设 Cn = L⊕M，则对于任意 x ∈ Cn，存在唯一的分解 x = y+z, y ∈ L, z ∈M .
于是 PL,Mx = y. 因此 P 2

L,Mx = PL,My = y = PL,Mx，即 PL,M 是幂等的。
充分性：任意 x ∈ Cn 可分解为 x = Px + (I − P )x，根据引理知 N(P ) = R(I − P )，又
Cn = R(P )⊕N(P )，所以这样的分解是唯一的，于是 P = PR(P ),N(P ).

计算方法：取 L的一组基 (q1, . . . , qr)和 M 的一组基 (qr+1, . . . , qn)，则任意向量 x ∈ Cn 可表示为：

x = (q1, . . . , qr, qr+1, . . . , qn)y = Qy

于是：
PL,Mx = QIry = QIrQ

−1x =⇒ PL,M = QIrQ
−1

其中 Ir 表示前 r 个对角元为 1、其余为 0 的对角矩阵。

注释. 可以看见上面的计算方法涉及到基的选取，但可以证明选取不同的基算出来的 PL,M 都是一
样的。假设另选一组基 Q̄L = (q̄1, . . . , q̄r) 和 Q̄M = (q̄r+1, . . . , q̄n)，设 Q̄L = QLR1, Q̄M = QMR2，
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则 Q̄ = Qdiag(R1, R2)，于是：

P̄L,M = Q̄IrQ̄
−1 = Qdiag(R1, R2)Irdiag(R−1

1 , R−1
2 )Q−1 = QIrQ

−1 = PL,M

可见 PL,M 与基的选取无关。

定义 6.3 (正交投影算子). 设 L 是 Cn 的子空间，则沿着 L⊥ 到 L 的投影算子 PL,L⊥ 为正交投影
算子，简记为 PL.

定义 6.4 (正交投影矩阵). 正交投影算子 PL 在 Cn 的基 e1, . . . , en 下的矩阵称为正交投影矩阵。

定理 6.3 (正交投影与幂等 Hermite). 矩阵 P 为正交投影矩阵的充要条件是 P 为幂等 Hermite 矩
阵。

证明. 必要性：若 P 为正交投影矩阵，则根据上一节定理知它是幂等矩阵，于是 R(I −P ) =

N(P )。又 R(P ) ⊥ N(P )，所以 R(P ) ⊥ R(I − P )，因此对于任意 x, y ∈ Cn，有：

xHPH(I − P )y = 0 =⇒ PH(I − P ) = 0 =⇒ PH = PHP

=⇒ P = (PHP )H = PHP = PH

即 P 是 Hermite 矩阵。
充分性：若 P 是幂等 Hermite 矩阵，则根据上一节定理知它是投影矩阵 PR(P ),N(P ). 又由于
PH = P，所以：

PR(P ),N(P ) = PR(P ),N(PH) = PR(P ),R⊥(P )

即 P 是正交投影矩阵。

计算方法：取 L的一组基 X = (x1, . . . , xr)，L⊥的一组基 y = (y1, . . . , yn−r)，则 XHY = Y HX = O.
根据上一节投影矩阵的计算方法知：

PL = PL,L⊥ =
[
X Y

]
Ir

[
X Y

]−1

=
[
X O

] [
X Y

]−1

由于： [
X Y

]H [
X Y

]
=

[
XH

Y H

] [
X Y

]
=

[
XHX O

O Y HY

]
于是： [

X Y
]−1

=

[
(XHX)−1 O

O (Y HY )−1

][
XH

Y H

]
=

[
(XHX)−1XH

(Y HY )−1Y H

]

99



因此：

PL =
[
X O

] [
X Y

]−1

=
[
X O

] [ (XHX)−1XH

(Y HY )−1Y H

]
= X(XHX)−1XH

注释. 同样的，正交投影矩阵的计算也与选取的基无关。假设有另一组基 X̄ = (x̄1, . . . , x̄r)，设
X̄ = XR，则：

P̄L = X̄(X̄HX̄)−1X̄H = XR(RHXHXR)−1RHXH

= XRR−1(XHX)−1(RH)−1RHXH = X(XHX)−1XH = PL

可见 PL 与基的选取无关。

注解. 由于 X 是列满秩矩阵，根据下一节的内容可知 X+ = (XHX)−1X，所以 PL = XX+.

6.2 广义逆矩阵的存在、性质及构造方法

定义 6.5. 设矩阵 A ∈ Cm×n，若矩阵 X ∈ Cn×m 满足如下四个 Penrose 方程：

AXA = A (1)

XAX = X (2)

(AX)H = AX (3)

(XA)H = XA (4)

则称 X 为 A 的 Moore-Penrose 逆，记作 A+. 若 X 值满足上述四个方程中的第 (i), (j), . . . , (l) 个
方程，则称 X 为 A 的 {i, j, . . . , l}-逆，记作 A(i,j,...,l)，其全体记为 A{i, j, . . . , l}.

如下为 1-逆的示意图：

定理 6.4. 对任意 A ∈ Cm×n，A+ 存在且唯一。

证明. 存在性。对 A 做奇异值分解 A = U

[
Σ 0

0 0

]
V H，取 X = V

[
Σ−1 0

0 0

]
UH，可以验证

X 满足 A+ 的四个条件。
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唯一性。设 X,Y 均是 A+，则：

Y = Y AY = Y (AY )H = Y Y HAH = Y Y H(AXA)H

= Y Y HAH(AX)H = Y (AY )HAX = Y AY AX = Y AX

X = XAX = (XA)HX = AHXHX = (AY A)HXHX

= (Y A)HAHXHX = (Y A)H(XA)HX = (Y A)HXAX = (Y A)HX = Y AX

故 X = Y .

注解. 上述定理的证明过程也给出了 A+ 的一种基于奇异值分解的计算方法：

A = U

[
Σ 0

0 0

]
V H =⇒ A+ = V

[
Σ−1 0

0 0

]
UH

定理 6.5.
lim
δ→0

(δ2I +AHA)−1AH = A+

证明. 设 A = U

[
Σ 0

0 0

]
V H，则 AHA = V

[
Σ2 0

0 0

]
V H，于是：

δ2I +AHA = V

[
Σ2 + δ2I 0

0 δ2I

]
V H

因此：

(δ2I +AHA)−1AH = V

[
[σ2

i + δ2]r×r 0

0 δ2I

]−1

V HAH

= V


[

1

σ2
i + δ2

]
r×r

0

0 δ−2I

 (AV )H

= V


[

1

σ2
i + δ2

]
r×r

0

0 δ−2I

[Σ 0

0 0

]
UH

= V


[

σi
σ2
i + δ2

]
r×r

0

0 0

UH
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于是当 δ → 0 时，

lim
δ→0

(δ2I +AHA)−1AH = lim
δ→0

V


[

σi
σ2
i + δ2

]
r×r

0

0 0

UH = V

[
Σ−1 0

0 0

]
UH = A+

引理 6.6.

N(A) ⊃ N(B) ⇐⇒ ∃X,A = XB

R(A) ⊂ R(B) ⇐⇒ ∃X,A = BX

推论 6.7.

rank(AB) = rank(A) =⇒ ∃X,A = ABX

rank(BA) = rank(A) =⇒ ∃X,A = XBA

证明. 由于 R(AB) ⊂ R(A)，且 dimR(AB) = rank(AB) = rank(A) = dimR(A)，故
R(AB) = R(A). 于是 R(AB) ⊃ R(A)，根据引理知 ∃X,A = ABX.
类似地，由于 N(BA) ⊃ N(A)，且 dimN(BA) = n− rank(BA) = n− rank(A) = dimN(A)，
故 N(BA) = N(A). 于是 N(BA) ⊂ N(A)，根据引理知 ∃X,A = XBA.

注解. 推论的这两个式子在证明中非常常用，即用更复杂的式子表示简单的矩阵，反而有助
于证明。

定理 6.8. 矩阵 A ∈ Cm×n 有唯一 1-逆的充要条件为 A 是非奇异矩阵，且该 1-逆就是 A−1.

证明. 充分性显然，必要性证明如下。设 Au = 0，AXA = A，那么容易验证 X ′ = X + u ·
[1, 0, . . . , 0] 也满足 AX ′A = A，由于 1-逆唯一，故 u = 0，即 N(A) = {0}. 类似可以证明
N(AH) = {0}，于是 A 列满秩且行满秩，故 A 为可逆方阵。

性质 (1). (A(1))H ∈ AH{1}.

性质 (2). λ+A(1) ∈ (λA){1}. 其中 λ ∈ C, λ+ =

λ−1, λ 6= 0

0, λ = 0
.

性质 (3). 若 S 和 T 非奇异，则 T−1A(1)S−1 ∈ (SAT ){1}.

性质 (4). rank(A(1)) ≥ rank(A).

证明. rank(A) = rank(AA(1)A) ≤ rank(A(1)).

性质 (5). AA(1) 和 A(1)A 均为幂等矩阵且与 A 同秩。
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证明. rank(AA(1)) ≤ rank(A) = rank(AA(1)A) ≤ rank(AA(1))，故 rank(AA(1)) = rank(A).

性质 (6). R(AA(1)) = R(A), N(A(1)A) = N(A), R((A(1)A)H) = R(AH).

证明. R(AA(1)) ⊂ R(A) = R(AA(1)A) ⊂ R(AA(1))，故 R(AA(1)) = R(A).
类似地，N(A) ⊂ N(A(1)A) ⊂ N(AA(1)A) = N(A)，故 N(A(1)A) = N(A).

性质 (7). A(1)A = In ⇐⇒ rank(A) = n，AA(1) = Im ⇐⇒ rank(A) = m.

证明. 根据性质 5，rank(A(1)A) = rank(A)，因此必要性：A(1)A = In =⇒ rank(A(1)A) =

n =⇒ rank(A) = n；充分性：rank(A) = n =⇒ rank(A(1)A) = n，即 A(1)A可逆，又 A(1)A

幂等，故为单位阵。另一个类似。证毕。

性质 (8). 推论 6.7 的进一步阐述，给出了存在的 X 的具体形式：

AB(AB)(1)A = A ⇐⇒ rank(AB) = rank(A)

B(AB)(1)AB = B ⇐⇒ rank(AB) = rank(B)

证明. 这里只证明第一行，第二行类似可证。
充分性：根据推论 6.7，存在 X 使得 A = ABX，于是 AB(AB)(1)A = AB(AB)(1)ABX =

ABX = A.
必要性：rank(A) ≥ rank(AB) ≥ rank(AB(AB)(1)A) = rank(A)，故 rank(AB) = rank(A).

定理 6.9. 设 Y, Z ∈ A{1}，则 X = Y AZ ∈ A{1, 2}.

证明. XAX = Y AZAY AZ = Y AY AZ = Y AZ = X，故 X ∈ A{2}. 又 AXA = AY AZA =

AZA = A，故 X ∈ A{1}. 综上，X ∈ A{1, 2}.

证明 2（利用通解形式，见下文）. 奇异值分解 A = U

[
Σ 0

0 0

]
V H，则 Y, Z 可分别写作：

Y = V

[
Σ C1

D1 E1

]
UH , Z = V

[
Σ C2

D2 E2

]
UH

于是：

X = Y AZ = V

[
B−1 C1

D1 E1

]
UHU

[
B 0

0 0

]
V HV

[
B−1 C2

D2 E2

]
UH = V

[
B−1 C2

D1 D1BC2

]
UH

这正是 1,2-逆的通解形式，故 X ∈ A{1, 2}.

定理 6.10. 给定矩阵 A 和 X ∈ A{1}，则 X ∈ A{1, 2} 的充要条件是 rank(X) = rank(A).
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证明. 充分性。由于 X ∈ A{1}，故 A = AXA，于是 rank(A) = rank(AXA) ≤ rank(XA) ≤
rank(X) = rank(A)，故 rank(X) = rank(XA). 根据推论，存在 Y 使得 X = XAY，于是
XAX = XAXAY = XAY = X，故 X ∈ A{2}.
必要性。由于 A = AXA, XAX = X，于是 rank(X) = rank(XAX) ≤ rank(A) =

rank(AXA) ≤ rank(X)，故 rank(X) = rank(A).

引理 6.11. 对任意矩阵 A 均有：

rank(AHA) = rank(A) = rank(AAH)

证明. 由于 AHAx = 0 =⇒ xHAHAx = 0 =⇒ Ax = 0，所以 N(AHA) ⊂ N(A). 又
N(AHA) ⊃ N(A)，于是 N(AHA) = N(A)，于是 rank(AHA) = rank(A). 另一个类似。

定理 6.12. 设有矩阵 A，则：

Y = (AHA)(1)AH ∈ A{1, 2, 3}

Z = AH(AAH)(1) ∈ A{1, 2, 4}

证明. 由于 rank(AHA) = rank(A) = rank(AAH)，根据 1-逆的性质 8 有：

A = A(AHA)(1)AHA, AH = AHA(AHA)(1)AH

因此：

AY A = A(AHA)(1)AHA = A =⇒ Y ∈ A{1}

Y AY = (AHA)(1)AHA(AHA)(1)AH = (AHA)(1)AH = Y =⇒ Y ∈ A{2}

又存在 X 使得 A = XAHA，故：

AY = A(AHA)(1)AH = (XAHA)(AHA)(1)(XAHA)H

= XAHA(AHA)(1)AHAXH = XAHAXH

是 Hermite 矩阵，于是 Y ∈ A{3}. Z 可类似证明。

定理 6.13.
A+ = A(1,4)AA(1,3)

证明. 设 X = A(1,4)AA(1,3)，根据关于 1,2-逆的定理知 X ∈ A{1, 2}. 另外，

AX = AA(1,4)AA(1,3) = AA(1,3), XA = A(1,4)AA(1,3)A = A(1,4)A

均是 Hermite 矩阵，从而得到结论。
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证明 2（利用通解形式，见下文）. TODO

定理 6.14. 给定矩阵 A ∈ Cm×n，有：

1. rank(A+) = rank(A).
2. (A+)+ = A.
3. (AH)+ = (A+)H , (AT )+ = (A+)T .
4. (AHA)+ = A+(AH)+, (AAH)+ = (AH)+A+.
5. A+ = (AHA)+AH = AH(AAH)+.
6. R(A+) = R(AH), N(A+) = N(AH).

证明. 前 5 条都可以通过定义证明。对于第 6 条，根据 1 可知 rank(A+) = rank(A) =

rank(AH)，根据 5可知 R(A+) ⊂ R(AH), N(A+) ⊃ N(AH)，于是 R(A+) = R(AH), N(A+) =

N(AH).

推论 6.15. 若 A ∈ Cm×n
n ，即列满秩，则 A+ = (AHA)−1AH；若 A ∈ Cm×n

m ，即行满秩，则
A+ = AH(AAH)−1.

推论 6.16. 若 α ∈ Cn，且 α 6= 0，则 α+ = (αHα)−1αH，而 (αH)+ = (α+)H = α(αHα)−1.

广义逆的通解形式：设 A ∈ Cm×n
r ，则存在 m 阶可逆矩阵（或酉矩阵）P 和 n 阶可逆矩阵（或酉矩

阵）Q 使得 A = P

[
B 0

0 0

]
Q，其中 B 为 r 阶可逆矩阵。那么，各广义逆的通解形式如下表所示：

广义逆 通解

X ∈ A{1} ∃ C,D,E, X = Q−1

[
B−1 C

D E

]
P−1

X ∈ A{1, 2} ∃ C,D, X = Q−1

[
B−1 C

D DBC

]
P−1

X ∈ A{1, 3} ∃ D,E, X = Q−1

[
B−1 0

D E

]
P−1

X ∈ A{1, 4} ∃ C,E, X = Q−1

[
B−1 C

0 E

]
P−1

X ∈ A{1, 2, 3} ∃ D, X = Q−1

[
B−1 0

D 0

]
P−1

X ∈ A{1, 2, 4} ∃ C, X = Q−1

[
B−1 C

0 0

]
P−1

X ∈ A{1, 3, 4} ∃ E, X = Q−1

[
B−1 0

0 E

]
P−1

X ∈ A{1, 2, 3, 4} X = Q−1

[
B−1 0

0 0

]
P−1
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注解. 与通解形式相对应，称定义 6.5 中给出的广义逆的定义为方程形式。做证明时，有时
使用方程形式不容易想到思路，而使用通解只需要无脑计算即可。

注解. 应用奇异值分解可以使得 A = U

[
Σ 0

0 0

]
V H，这是上面的特殊情形，因此做证明题时

直接奇异值分解就行了。但是做计算题时，奇异值分解比较麻烦，所以我们不必追求让 B 成
为对角矩阵，只需要使得 B 可逆即可。可以通过如下方式计算 P,Q,B：

[
A Im

In 0

]
行变换−−−→
列变换


[
B 0

0 0

]
P

Q 0


也可以通过 QR 分解做：首先使用列置换矩阵 P 使得 AP 前 r 列线性无关，则对 AP 做

QR 分解得 AP = Q1

[
R1 G

0 0

]
，其中 R1 为上三角矩阵。再对

[
RH

1 0

GH 0

]
做 QR 分解得[

RH
1 0

GH 0

]
= Q2

[
R2 0

0 0

]
，其中 R2 为上三角矩阵。于是：

AP = Q1

[
RH

2 0

0 0

]
QH

2 =⇒ A = Q1

[
RH

2 0

0 0

]
QH

2 P
T

这样得到的 B 是一个下三角矩阵。

定义 6.6 (广义逆的等价定义). 设 A ∈ Cm×n，若矩阵 X ∈ Cn×m 满足 AX = PR(A), XA = PR(X)，
其中 PL 是空间 L 上的正交投影矩阵，则称 X 为 A 的 Moore 广义逆矩阵。

定理 6.17. Moore 广义逆矩阵和 Penrose 广义逆矩阵是等价的。

6.3 广义逆矩阵的计算方法

定理 6.18 (利用 Hermite标准形计算 1-逆和 1,2-逆). 设 A ∈ Cm×n
r ，又设 Q ∈ Cm×m

m 和 P ∈ Cn×n
n

使得

QAP =

[
Ir K

0 0

]

成立（P 可以只是一个列置换矩阵），则对任意 L ∈ C(n−r)×(m−r)，n×m 矩阵

X = P

[
Ir 0

0 L

]
Q

是 A 的 1-逆，若令 L = 0 则 X 是 A 的 1,2-逆。

注解. 理论基础显然是上一节的 1-逆和 1,2-逆的通解形式，不过这里不要求 K = 0，相应代
价就是通解中的 C,D 这里必须是零，也就是说得到的是一种特解。

定理 6.19 (满秩分解求广义逆矩阵). 设 A ∈ Cm×n
r 的满秩分解为 A = FG，则：
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1. G(i)F (1) ∈ A{i}, i = 1, 2, 4.
2. G(1)F (i) ∈ A{i}, i = 1, 2, 3.
3. G(1)F+ ∈ A{1, 2, 3}，G+F (1) ∈ A{1, 2, 4}.
4. A+ = G+F (1,3) = G(1,4)F+.
5. A+ = G+F+ = GH(GGH)−1(FHF )−1FH .

注解. 由于 F 列满秩、G 行满秩，根据上一节 1-逆的性质 7，有 F (1)F = GG(1) = Ir. 利用
这一点，由定义即可验证 1 与 2。3 和 4 可由 1 和 2 得到。5 利用了上一节关于行满秩与列
满秩的矩阵的 A+ 公式。

定理 6.20 (Zlobec 公式计算 A+).

A+ = AH(AHAAH)(1)AH

证明（利用通解形式）. 设 A = U

[
Σ 0

0 0

]
V H，则：

AHAAH = V

[
Σ 0

0 0

]
UHU

[
Σ 0

0 0

]
V HV

[
Σ 0

0 0

]
UH = V

[
Σ3 0

0 0

]
UH

于是：

(AHAAH)(1) = U

[
Σ−3 C

D E

]
V H

因此：

AH(AHAAH)(1)AH = V

[
Σ 0

0 0

]
UHU

[
Σ−3 C

D E

]
V HV

[
Σ 0

0 0

]
UH = V

[
Σ−1 0

0 0

]
UH

这就是 A+ 的通解形式。

如果用方程形式去证明，需要一些引理的帮助，显得非常麻烦，这里不做叙述。不过这些引理
中有一些值得注意，写在下面。

定理 6.21. 设 A ∈ Cm×n
r , U ∈ Cn×p, V ∈ Cq×m，则

U(V AU)(1)V ∈ A{1} ⇐⇒ rank(V AU) = rank(A)

注解. 这个定理是 1-逆的性质 8 的扩展。回顾性质 8（做了变量替换）：

AU(AU)(1)A = A ⇐⇒ rank(AU) = rank(A)

A(V A)(1)V A = A ⇐⇒ rank(V A) = rank(A)

第一条是在 A 的右边乘上 U，第二条是在 A 的左边乘上 V，而这个定理左右同时乘了 V 和
U .
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证明. 充分性。由 rank(V AU) = rank(A) 知 R(V AU) = R(AU) = R(A), N(V AU) =

N(V A) = N(A). 故存在 X,Y 使得 A = AUX = Y V A，于是 AU(V AU)(1)V A =

Y V AU(V AU)(1)V AUX = Y V AUX = Y V A = A.
必要性：？？？TODO

定理 6.22. 对任意矩阵 A，满足 X ∈ A{1, 2} 和 R(X) = R(AH), N(X) = N(AH) 的唯一矩阵为
A+.

定理 6.23 (Greville 公式计算 A+). Greville 公式是计算 A+ 的 ** 增量 ** 公式。设 A ∈ Cm×n，
记 ak 为 A 的第 k 列，Ak 为 A 的前 k 列构成的子矩阵；又记：

dk = A+
k−1ak, ck = ak −Ak−1dk

则：

A+
k =

[
A+

k−1 − dkb
H
k

bHk

]
, where bHk =

c
+
k , ck 6= 0

(1 + dHk dk)
−1dHk A

+
k−1, ck = 0

6.4 广义逆矩阵与线性方程组求解

对于方程组 Ax = b，如果 A 非奇异，则 x = A−1b 是唯一解。而在其他情况下，我们希望得
到类似的结果。

• 如果方程组相容，且其解有无数多个，我们希望求极小范数解，即 minAx=b ‖x‖；
• 如果方程组不相容，即无解，那么我们希望求矛盾方程组的最小二乘解，即 min ‖Ax− b‖；
• 一般而言，最小二乘解也不唯一，因此我们希望求极小范数最小二乘解，即 minmin ∥Ax−b∥ ‖x‖.

注释. 本节所用范数均为 2 范数。

定理 6.24 (线性方程组的相容性、通解与 1-逆). 设 A ∈ Cm×n, B ∈ Cp×q, D ∈ Cm×q，则矩阵方程
AXB = D 相容的充要条件是：

AA(1)DB(1)B = D

当方程相容时，通解为：
X = A(1)DB(1) + Y −A(1)AY BB(1)

其中 Y ∈ Cn×p 为任意矩阵。

证明. 充分性，取 X = A(1)DB(1) 即可；必要性，若 AXB = D 有解，则 D = AXB =

AA(1)AXBB(1)B = AA(1)DB(1)B.
对于通解，首先显然 X = A(1)DB(1) + Y − A(1)AY BB(1) 是方程的解；其次，若 X 是方程
的解，则取 Y = X 即可写作通解形式。

推论 6.25. 设 A ∈ Cm×n，取 A(1) ∈ A{1}，则：

A{1} = {A(1) + Z −A(1)AZAA(1) | Z ∈ Cn×m}
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证明. 任意 X ∈ A{1} 满足矩阵方程 AXA = A，代入上述定理的通解形式得：

X = A(1)AA(1) + Y −A(1)AY AA(1)

= A(1)AA(1) +A(1) + Z −A(1)A(A(1) + Z)AA(1) Y = A(1) + Z

= A(1) + Z +A(1)AA(1) −A(1)AA(1)AA(1) −A(1)AZAA(1)

= A(1) + Z −A(1)AZAA(1)

定理 6.26. 线性方程组 Ax = b 相容的充要条件是：

AA(1)b = b

通解为：
x = A(1)b+ (I −A(1)A)y

其中 y ∈ Cn 为任意向量。

证明. 在定理 6.24 中取 X = x, B = I, D = b 即可。

定理 6.26 是给定 A(1) 后求解方程的解，反过来，利用方程的解也可以给出 A(1).

定理 6.27. 若对于任意满足 Ax = b 相容的 b，x = Xb 都是解，则 X ∈ A{1}.

证明. 考虑 Ax = ai，其中 ai 为 A 的列，由于 x = Xai 是方程的解，所以 AXai = ai，于
是 AXA = A，故 X ∈ A{1}.

引理 6.28 (极小范数解). 相容方程组 Ax = b 的极小范数解唯一，且这个唯一解在 R(AH) 中。

证明. 由于 R(AH) = N(A)⊥，所以设 x = y+ z，其中 y = PR(AH)x ∈ R(AH), z = PN(A)x ∈
N(A)，于是：

‖x‖2 = ‖y + z‖2 = ‖y‖2 + ‖z‖2 ≥ ‖y‖2

由于 Az = 0 =⇒ Ay = b，即 y 也是方程的解，所以为了让 x 是极小范数解，只能是 z = 0，
因此 x = y ∈ R(AH).
唯一性。设 x′ ∈ R(AH) 且 Ax′ = b，则 A(x − x′) = 0，即 x − x′ ∈ N(A) = R⊥(AH). 又
x− x′ ∈ R(AH)，故 x− x′ = 0.

引理 6.29. 集合 A{1, 4} 由矩阵方程 XA = A(1,4)A 的所有解组成，其中 A(1,4) ∈ A{1, 4}.

证明. AXA = AA(1,4)A = A，所以 X ∈ A{1}；(XA)H = (A(1,4)A)H = A(1,4)A = XA，所
以 X ∈ A{4}. 综上 X ∈ A{1, 4}.
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另一方面，若 X ∈ A{1, 4}，则

A(1,4)A = A(1,4)AXA = (A(1,4)A)H(XA)H = AH(A(1,4))HAHXH

= (AA(1,4)A)HXH = AHXH = XA

即 X 是方程的解。

注解. 该定理说明尽管 A(1,4) 不唯一，但是 A(1,4)A 唯一。

推论 6.30. A(1,4)A = PR(AH).

定理 6.31. 设 A ∈ Cm×n, A(1,4) ∈ A{1, 4}，则：

A{1, 4} = {A(1,4) + Z(I −AA(1,4)) | Z ∈ Cn×m}

证明. 根据引理，任意 X ∈ A{1, 4} 满足方程 XA = A(1,4)A，代入通解形式得：

X = A(1,4)AA(1,4) + Y − Y AA(1,4)

= A(1,4)AA(1,4) +A(1,4) + Z − (A(1,4) + Z)AA(1,4) Y = A(1,4) + Z

= A(1,4) + Z +A(1,4)AA(1,4) − (A(1,4) + Z)AA(1,4)

= A(1,4) + Z(I −AA(1,4))

定理 6.32 (相容方程组的极小范数解与 1,4-逆). 设 Ax = b 相容，则 x = A(1,4)b 为极小范数解；反
之，若对于任意 b ∈ R(A)，x = Xb 都是极小范数解，则 X ∈ A{1, 4}.

证明. 由第一节定理知 x = A(1,4)b 一定是解。设 Au = b，则 x = A(1,4)b = A(1,4)Au =

(A(1,4)A)Hu = AH(A(1,4))Hu ∈ R(AH)，于是根据本节引理知 x 为唯一极小范数解。
反之，考虑 Ax = ai，由于 x = Xai 是方程的极小范数解，所以 Xai = A(1,4)ai，故 XA =

A(1,4)A，根据引理知 X ∈ A{1, 4}.

引理 6.33. 集合 A{1, 3} 由矩阵方程 AX = AA(1,3) 的所有解组成，其中 A(1,3) ∈ A{1, 3}.

证明. AXA = AA(1,3)A = A，故 X ∈ A{1}；(AX)H = (AA(1,3))H = AA(1,3) = AX，故
X ∈ A{3}. 综上 X ∈ A{1, 3}.
另一方面，若 X ∈ A{1, 3}，则：

AA(1,3) = AXAA(1,3) = (AX)H(AA(1,3))H = XHAH(A(1,3))HAH

= XH(AA(1,3)A)H = XHAH = AX

即 X 是方程的解。

110



注解. 该定理说明尽管 A(1,3) 不唯一，但是 AA(1,3) 唯一。

推论 6.34. AA(1,3) = PR(A).

定理 6.35. 设 A ∈ Cm×n, A(1,3) ∈ A{1, 3}，则：

A{1, 3} = {A(1,3) + (I −A(1,3)A)Z | Z ∈ Cn×m}

证明. 根据引理，任意 X ∈ A{1, 3} 满足方程 AX = AA(1,3)，代入通解形式得：

X = A(1,3)AA(1,3) + Y −A(1,3)AY

= A(1,3)AA(1,3) +A(1,3) + Z −A(1,3)A(A(1,3) + Z) Y = A(1,3) + Z

= A(1,3) + Z +A(1,3)AA(1,3) −A(1,3)A(A(1,3) + Z)

= A(1,3) + (I −A(1,3)A)Z

定理 6.36 (矛盾方程组的最小二乘解与 1,3-逆). 设有方程 Ax = b，则 x = A(1,3)b 为最小二乘解；
反之，若对于任意 b，x = Xb 都是最小二乘解，则 X ∈ A{1, 3}.

定理 6.37 (法方程). x 是方程组 Ax = b 的最小二乘解的充要条件为：

AHAx = AHb

定理 6.38 (矛盾方程组的极小范数最小二乘解与 A+). x = A+b 是方程组 Ax = b 的唯一极小范数
最小二乘解。反之，若对所有 b，x = Xb 都是方程 Ax = b 的极小范数最小二乘解，则 X = A+.

定理 6.39. 若矩阵方程 AXB = D不相容，则其极小范数最小二乘解，即满足 minmin ∥AXB−D∥ ‖X‖
的唯一解为 X = A+DB+.

证明. 方程两边同时行拉直：

vec(AXB) = vec(D) =⇒ (A⊗BT )vec(X) = vec(D)

其极小范数最小二乘解为：

vec(X) = (A⊗BT )+vec(D) = (A+ ⊗ (BT )+)vec(D) = (A+ ⊗ (B+)T )vec(D)

于是反过来应用拉直算子得 X = A+DB+.

注释. 上述过程应用了 (A⊗B)+ = A+ ⊗B+ 的结论，该结论可以通过定义验证。

小结：对于 Ax = b，有：

• Ax = b 相容的充要条件是 AA(1)b = b

• 若 Ax = b 相容，则通解为 x = A(1)b+ (I −A(1)A)y

• 若 Ax = b 相容，则极小范数解为 x = A(1,4)b
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• 若 Ax = b 不相容，则最小二乘解为 x = A(1,3)b

• 若 Ax = b 不相容，则极小范数最小二乘解为 x = A+b

对于 AXB = D，有：

• AXB = D 相容的充要条件是 AA(1)DB(1)B = D

• 若 AXB = D 相容，则通解为 X = A(1)DB(1) + Y −A(1)AY BB(1)

• 若 AXB = D 不相容，则极小范数最小二乘解为 X = A+DB+

广义逆的集合表示

• A{1} = {X | AXA = A} = {A(1) + Z −A(1)AZAA(1) | Z ∈ Cn×m}
• A{1, 3} = {X | AX = AA(1,3)} = {A(1,3) + (I −A(1,3)A)Z | Z ∈ Cn×m}
• A{1, 4} = {X | XA = A(1,4)A} = {A(1,4) + Z(I −AA(1,4)) | Z ∈ Cn×m}
• A{1, 2} = {X | rank(X) = rank(A), X ∈ A{1}}
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