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前言

这是《概率导论》[1] 一书的笔记，但不包括第 6 章与第 7 章关于随机过程的部分（《随机过
程》相关内容将单独记录）．另外，原书将离散随机变量和连续随机变量分别写在第 2 章和第 3 章
中，导致许多概念需要重复书写，因此本笔记将这两章合并为了一章．最后，本笔记附录 A 整理
总结了常用随机变量及其期望、方差、矩母函数及性质，附录 B 整理了二元正态分布相关内容，附
录 C 整理了正态分布的三个导出分布相关内容．
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1 样本空间与概率

1.1 概率模型

定义 1.1 (概率模型的基本构成). 概率模型由样本空间和概率律构成：

• 样本空间 Ω：一个试验的所有可能结果的集合．
• 概率律：为试验结果的集合 A（称为事件）确定一个非负数 P(A)，称为事件 A 的概率．概率
律需要满足概率公理．

图 1: 概率模型的基本构成

定义 1.2 (概率公理). 概率满足以下几条公理：

1. 非负性：对一切事件 A，满足 P(A) ⩾ 0.
2. 归一化：整个样本空间为必然事件，即 P(Ω) = 1.
3. 可数可加性：设 A1, A2, . . . 是一列互不相容事件，则 P(A1 ∪A2 ∪ · · · ) = P(A1)+P(A2)+ · · · .

性质. 设 A,B,C 为事件，则由概率公理可以推导出如下性质：

• 空事件概率为 0，即 P(∅) = 0

• A ⊂ B =⇒ P(A) ⩽ P(B)

• P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B)

• P(A ∪B) ⩽ P(A) + P(B)

• P(A ∪B ∪ C) = P(A) + P(Ac ∩B) + P(Ac ∩Bc ∩ C)

1.2 条件概率

定义 1.3 (条件概率). 设 A,B 为两个事件且 P(B) > 0，定义 B 发生的条件下 A 发生的概率为：

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
, P(B) > 0

定理 1.1. 条件概率是一个公理化定义下的概率，从而概率的所有性质都适用于条件概率．

证明. 只需验证条件概率是否满足非负性、归一化和可数可加性即可．

1. 非负性：显然；
2. 归一化：

P(Ω|B) =
P(Ω ∩B)

P(B)
=

P(B)

P(B)
= 1
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3. 可数可加性：

P
(

n⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣B
)

=
P ((

⋃n
i=1 Ai) ∩B)

P(B)
=

P (
⋃n

i=1(Ai ∩B))

P(B)

=

∑n
i=1 P(Ai ∩B)

P(B)
=

n∑
i=1

P(Ai|B)

定理 1.2 (乘法公式). 设 A,B 为两个事件，则由定义易知：

P(A ∩B) = P(B)P(A|B)

推论 1.3. 设 A1, A2, . . . , An 为 n 个事件，则：

P(A1A2 · · ·An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1A2) · · ·P(An|A1A2 · · ·An−1)

1.3 全概率公式和贝叶斯公式

定理 1.4 (全概率公式). 设 A1, A2, · · · , An 互不相容，B ⊂ A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An，则：

P(B) =
n∑

i=1

P(Ai)P(B|Ai)

证明.

P(B) = P
(
B ∩

(
n⋃

i=1

Ai

))
= P

(
n⋃

i=1

(Ai ∩B)

)
=

n∑
i=1

P(Ai ∩B) =
n∑

i=1

P(Ai)P(B|Ai)

定理 1.5 (贝叶斯公式). 设 A1, A2, · · · , An 互不相容且 P(Ai) > 0，B ⊂ A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An，则：

P(Ai|B) =
P(Ai ∩B)

P(B)
=

P(Ai)P(B|Ai)
n∑

j=1

P(Aj)P(B|Aj)

其中 P(Ai) 称作先验概率，P(Ai|B) 称作后验概率．

注解 (关于贝叶斯公式的理解). 视事件 Ai 是导致事件 B 发生的原因，我们对于事件 Ai 已
有一个先验概率 P(Ai)，现在事件 B 发生了，这必然给我们带了一定的信息，于是我们可以
由此修正 Ai 发生的概率，得到 P(Ai|B)，即后验概率．
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1.4 独立性

定义 1.4 (独立). 设 A,B 是两个事件，称 A 与 B 独立，若：

P(A ∩B) = P(A)P(B)

注释. 若 P(B) 6= 0，则 A 与 B 独立等价于：

P(A|B) = P(A)

直观上，这说明事件 B 的发生与否并不给 A 带来信息，不改变 A 发生的概率．

注意. 事件的独立性常常不能直观地看出来．例如，若事件 A 与事件 B 互不相容，并且
P(A) > 0, P(B) > 0，则它们一定不独立，因为 P(A ∩ B) = 0 6= P(A)P(B). 直观上，事件
B 发生意味着 A 一定没有发生，因此 B 的发生与否会给 A 带来信息．

定理 1.6. 设事件 A 与事件 B 独立，则 A 与 Bc 也独立．

证明. 由于 A 可写作两个不相容事件之并 A = (A ∩B) ∪ (A ∩Bc)，故：

P(A) = P(A ∩B) + P(A ∩Bc)

于是：

P(A ∩Bc) = P(A)− P(A ∩B) = P(A)− P(A)P(B) = P(A)(1− P(B)) = P(A)P(Bc)

定义 1.5 (条件独立). 给定事件 C，称事件 A,B 在给定 C 下条件独立，若：

P(A ∩B|C) = P(A|C)P(B|C)

注释. A,B 条件独立并不能推出 A,B 独立，反之亦不成立．

定义 1.6 (一组事件的相互独立性). 设 A1, A2, . . . , An 是一组事件，称它们相互独立，若：

P
(⋂

i∈S

Ai

)
=
∏
i∈S

P(Ai), ∀S ⊂ {1, 2, . . . , n}

注意 (两两独立与相互独立). 设 A1, A2, A3 相互独立，则有：

P(A1 ∩A2) = P(A1)P(A2)

P(A2 ∩A3) = P(A1)P(A3)

P(A1 ∩A3) = P(A1)P(A3)

P(A1 ∩A2 ∩A3) = P(A1)P(A2)P(A3)
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前三个式子称作两两独立．但是第四个式子也非常重要，它并不是前三个式子的推论；反之，
第四个式子也不能推出前三个式子．

例 1.1 (两两独立不能推出独立). 设试验是抛掷两枚均匀的硬币，考虑事件：

H1 = {第一次正面}, H2 = {第二次正面}, D = {两次结果不同}

则易知 H1 与 H2 独立．另外，

P(D|H1) =
P(D ∩H1)

P(H1)
=

1/4

1/2
=

1

2
= P(D)

故 D 与 H1 独立．同理可知 D 与 H2 独立，故 H1,H2, D 两两独立．但是：

P(H1 ∩H2 ∩D) = 0 6= P(H1)P(H2)P(D) =
1

2
· 1
2
· 1
2

故 H1,H2, D 不是独立的．
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2 随机变量

2.1 基本概念

定义 2.1 (随机变量). 随机变量是试验结果的实值函数．

图 2: 随机变量示意图

注释. 一般用大写字母表示随机变量，小写字母表示其取值．

定义 2.2 (离散随机变量). 若一个随机变量的值域为有限集或可数集，则称这个随机变量是离散的．

定义 2.3 (概率质量函数). 定义随机变量 X 取值为 x 的概率为事件 {X = x} 的概率，即所有与 x

对应的试验结果组成的事件的概率，记作 pX(x)，即：

pX(x) = P({X = x})

称 pX 为 X 的概率质量函数 (PMF).

性质. PMF 满足非负性和归一化条件：∑
x

pX(x) =
∑
x

P(X = x) = 1

性质. 设 S 为任一 X 可能取值的集合，则：

P(X ∈ S) =
∑
x∈S

pX(x)

例 2.1. 常见的离散随机变量包括伯努利、二项、几何和泊松随机变量等，详见附录 A.

定义 2.4 (连续随机变量，概率密度函数). 对随机变量 X，若存在一个非负函数 fX，使得：

P(X ∈ B) =

∫
B

fX(x)dx

对实数轴的集合 B 都成立1，则称 X 为连续的随机变量，函数 fX 称为概率密度函数 (PDF). 特别
地，当 B 是一个区间时，有：

P(a ⩽ X ⩽ b) =

∫ b

a

fX(x)dx

1本书只考虑黎曼积分，且 fX 为有有限/可数个间断点的分段连续函数．
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性质. PDF 满足非负性和归一化条件：∫ ∞

−∞
fX(x)dx = P(−∞ < X < ∞) = 1

性质. 对于充分小的 δ，有：

P(x ⩽ X ⩽ x+ δ) =

∫ x+δ

x

fX(x)dx ≈ f(x) · δ

例 2.2. 常见的连续随机变量包括均匀、指数和正态随机变量等，详见附录 A.

2.2 分布函数

定义 2.5 (分布函数). 设 X 是一个随机变量（离散或连续），定义其分布函数（CDF）FX 为：

FX(x) = P(X ⩽ x) =


∑
k⩽x

pX(k), X 离散∫ x

−∞
fX(t)dt, X 连续

注释. 分布函数统一刻画了离散和连续情形．离散情形下的 PMF、连续情形下的 PDF 和一般情形
下的 CDF 都是相应随机变量的概率律．

性质. 设 FX 是随机变量 X 的分布函数，则：

• FX 单调非减．
• FX(x) → 0 (x → −∞), ;FX(x) → 1(x → ∞).
• 当 X 是离散随机变量时，FX 是阶梯函数．
• 当 X 是连续随机变量时，FX 是连续函数．

定理 2.1 (分布列与分布函数). 设 X 是离散随机变量且取整数值，则：

FX(k) =
k∑

i=−∞

pX(i), pX(k) = FX(k)− FX(k − 1)

定理 2.2 (概率密度函数与分布函数). 设 X 是连续随机变量，则：

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt, fX(x) =

d
dxFX(x)

第二个等式只在分布函数可微处成立．

2.3 期望和方差

定义 2.6 (期望/均值). 随机变量 X 的期望定义为：

EX =


∑
x

xpX(x), X 离散∫ ∞

−∞
xfX(x)dx, X 连续
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特别地，对于连续情形，若 fX 不是绝对可积的，即
∫∞
−∞ |x|fX(x)dx = ∞，则称期望不存在．

定义 2.7 (矩，中心矩). 定义随机变量 X 的 n 阶矩为 E[Xn]，n 阶中心矩为 E[(X − EX)n].

定义 2.8 (方差，标准差). 定义随机变量 X 的方差为其 2 阶中心矩，标准差为方差的平方根：

var(X) = E
[
(X − EX)2

]
, σ(X) =

√
var(X)

定理 2.3 (随机变量函数的期望). 设 X 是一随机变量，则 Y = g(X) 的期望为：

EY = E[g(X)] =


∑
x

g(x)pX(x), X 离散∫ +∞

−∞
g(x)fX(x)dx, X 连续

因此，我们不必先求出 Y 的分布，只需知道 X 的分布就能求出 Y 的期望．

定理 2.4 (随机变量的线性函数的期望和方差). 设 X 是一个随机变量，Y = aX + b，其中 a, b 为
常数，则：

EY = aEX + b, var(Y ) = a2var(X)

证明. 仅对离散情形证明，连续情形类似．

EY =
∑
x

(ax+ b)pX(x) = a
∑
x

xpX(x) + b
∑
x

pX(x) = aEX + b

var(Y ) = E[(Y − EY )2] = E[((aX + b)− (aEX + b))2] = a2E[(X − EX)2] = a2var(X)

定理 2.5 (用矩表达方差). 设 X 是一个随机变量，则：

var(X) = E[X2]− (EX)2

证明.

var(X) = E
[
(X − EX)2

]
= E

[
X2 − 2XEX + (EX)2

]
= E[X2]− 2EX · EX + (EX)2

= E[X2]− (EX)2

例 2.3. 常见随机变量的期望和方差及其推导过程见附录 A.
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2.4 联合分布与边缘分布

图 3: 联合分布与边缘分布的关系概览

定义 2.9 (联合概率质量函数). 设 X,Y 是离散随机变量，定义 (X,Y ) 取值 (x, y) 的概率为事件
{X = x, Y = y} 的概率，记作 pX,Y (x, y)，即：

pX,Y (x, y) = P(X = x, Y = y)

称 pX,Y 为 X,Y 的联合概率质量函数．

定义 2.10 (联合概率密度函数). 设 X,Y 是连续随机变量，若存在一个非负二元函数 fX,Y 使得：

P((X,Y ) ∈ B) =

∫∫
(x,y)∈B

fX,Y (x, y)dxdy

对平面上任意集合 B 成立，则称 fX,Y 为联合概率密度函数．特别地，当 B 是一个矩形区域时有：

P(a ⩽ X ⩽ b, c ⩽ Y ⩽ d) =

∫ d

c

∫ b

a

fX,Y (x, y)dxdy

性质. 联合 PDF 满足归一化条件：∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y)dxdy = 1

性质. 对于充分小的 δ，有：

P(a ⩽ X ⩽ a+ δ, c ⩽ Y ⩽ c+ δ) =

∫ c+δ

c

∫ a+δ

a

fX,Y (x, y)dxdy ≈ fX,Y (a, c) · δ2

定理 2.6 (边缘概率质量函数). 设 X,Y 是离散随机变量且联合 PMF 为 pX,Y，则：

pX(x) =
∑
y

pX,Y (x, y), pY (y) =
∑
x

pX,Y (x)

称 pX 和 pY 为边缘概率质量函数．

定理 2.7 (边缘概率密度函数). 设 X,Y 是连续随机变量且联合 PDF 为 fX,Y，则：

fX(x) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y)dy, fY (y) =

∫ ∞

−∞
pX,Y (x)dx
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称 fX 和 fY 为边缘概率密度函数．

定义 2.11 (联合分布函数). 设 X,Y 是两个随机变量（离散或连续），定义其联合分布函数为：

FX,Y (x, y) = P(X ⩽ x, Y ⩽ y)

定理 2.8 (联合概率密度函数与联合分布函数). 若随机变量 X,Y 有联合概率密度函数 fX,Y，则：

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (s, t)dsdt, fX,Y (x, y) =

∂2

∂x∂y
FX,Y (x, y)

定理 2.9 (随机变量的二元函数的期望). 设 X 和 Y 是随机变量，则 Z = g(X,Y ) 的期望为：

EZ = E[g(X,Y )] =


∑
x

∑
y

g(x, y)pX,Y (x, y), X, Y 离散∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x, y)fX,Y (x, y)dxdy, X, Y 连续

定理 2.10 (随机变量的二元线性函数的期望). 设 X 和 Y 是随机变量，a, b, c 为常数，则：

E[aX + bY + c] = aEX + bEY + c

定理 2.11 (随机变量的多元线性函数的期望). 设 X1, X2, . . . , Xn 是 n 个随机变量，a1, a2, . . . , an

是 n 个常数，则：

E[a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn] = a1EX2 + a2EX2 + · · ·+ anEXn

2.5 条件

定义 2.12 (条件分布). 设 X,Y 是离散随机变量，定义给定 Y = y 下 X 的条件概率质量函数为：

pX|Y (x|y) = P(X = x|Y = y) =
P(X = x, Y = y)

P(Y = y)
=

pX,Y (x, y)

pY (y)

类似地，设 X,Y 是连续随机变量，定义给定 Y = y 下 X 的条件概率密度函数为：

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)

性质. 条件 PMF/PDF 满足归一化条件：∑
x

pX|Y (x|y) = 1, X 离散∫ ∞

−∞
fX|Y (x|y)dx = 1, X 连续

定理 2.12 (条件分布与联合分布). 设 X,Y 是随机变量，由定义可知：

pX,Y (x, y) = pY (y)pX|Y (x|y) = pX(x)pY |X(y|x), X 离散

fX,Y (x, y) = fY (y)fX|Y (x|y) = fX(x)fY |X(y|x), X 连续
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定理 2.13 (条件分布与边缘分布). 设 X,Y 是随机变量，则根据全概率公式，有：

pX(x) =
∑
y

pX|Y (x|y)pY (y), X 离散

fX(x) =

∫ ∞

−∞
fX|Y (x|y)fY (y)dy, X 连续

定理 2.14 (贝叶斯公式). 设 X,Y 是随机变量，则有：

pX|Y (x|y) =
pX,Y (x, y)

pY (y)
=

pY |X(y|x)pX(x)∑
x pY |X(y|x)pX(x)

, X, Y 离散

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
=

fY |X(y|x)fX(x)∫∞
−∞ fY |X(y|x)fX(x)dx

, X, Y 连续

定义 2.13 (条件期望). 设 X,Y 是随机变量，则给定 Y = y 下 X 的条件期望为：

E[X|Y = y] =


∑
x

xpX|Y (x|y), X 离散∫ ∞

−∞
xfX|Y (x|y)dx, X 连续

对于随机变量的函数 g(X)，有：

E[g(X)|Y = y] =


∑
x

g(x)pX|Y (x|y), X 离散∫ ∞

−∞
g(x)fX|Y (x|y)dx, X 连续

注意. E[X|Y = y] 是一个数，其值依赖于 y，因此 E[X|Y ] 是关于随机变量 Y 的函数，从而
也是一个随机变量．

定理 2.15 (全期望公式). 设 X,Y 是随机变量（离散或连续）且 X 期望存在，则：

EX = E[E[X|Y ]] =


∑
y

E[X|Y = y]pY (y), Y 离散∫ ∞

−∞
E[X|Y = y]fY (y)dy, Y 连续

证明. 仅对离散情形证明，连续情形类似．

EX =
∑
x

xpX(x)

=
∑
x

x
∑
y

pX|Y (x|y)pY (y)

=
∑
y

pY (y)
∑
x

xpX|Y (x|y)

=
∑
y

E[X|Y = y]pY (y)

13



其中第二行应用了全概率公式．

注解. 全期望公式常常是“反过来”使用的：当 EX 不好计算时，引入 Y 转而计算 E[E[X|Y ]].

定义 2.14 (条件方差). 设 X,Y 是随机变量，则给定 Y = y 下 X 的条件方差为：

var(X|Y = y) = E[(X − E[X|Y = y])2|Y = y]

注意. var(X|Y = y) 是一个数，其值依赖于 y，因此 var(X|Y ) 是关于随机变量 Y 的函数，
从而也是一个随机变量，并且有：

var(X|Y ) = E[(X − E[X|Y ])2|Y ] = E[X2|Y ]− (E[X|Y ])2

定理 2.16 (全方差公式). 设 X,Y 是随机变量且 X 方差存在，则：

var(X) = E[var(X|Y )] + var(E[X|Y ])

证明.

var(X) = E[X2]− (EX)2

= E[E[X2|Y ]]− (E[E[X|Y ]])2

= E[E[X2|Y ]]− E[(E[X|Y ])2] + E[(E[X|Y ])2]− (E[E[X|Y ]])2

= E[var(X|Y )] + var(E[X|Y ])

2.6 独立性

定义 2.15 (独立). 设 X,Y 是随机变量，称 X 与 Y 独立，若：

pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y), ∀x, y, X, Y 离散

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y), ∀x, y, X, Y 连续

注释. 离散情形下，若 pY (y) > 0，则 X 与 Y 独立等价于：

pX|Y (x|y) = pX(x), ∀y

直观上，这说明 Y 的取值不会给 X 的取值带来信息．连续情形同理．

定义 2.16 (条件独立). 设 X,Y, Z 是随机变量，给定 Z = z 下（设 pZ(z) > 0 或 fZ(z) > 0），称随
机变量 X 与 Y 条件独立，若：

pX,Y |Z(x, y|z) = pX|Z(x|z)pY |Z(y|z), ∀x, y, X, Y 离散

fX,Y |Z(x, y|z) = fX|Z(x|z)fY |Z(y|z), ∀x, y, X, Y 连续
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定理 2.17. 若随机变量 X,Y 相互独立，则：

E[XY ] = EXEY

进一步地，对任意函数 g, h，有：

E[g(X)h(Y )] = E[g(X)]E[h(Y )]

证明. 仅对离散情形证明，连续情形类似．

E[XY ] =
∑
x

∑
y

xypX,Y (x, y)

=
∑
x

∑
y

xypX(x)pY (y)

=
∑
x

xpX(x)
∑
y

ypY (y)

= EXEY

第二个式子类似可证．

推论 2.18. 若随机变量 X,Y 独立，则对任意函数 g, h，有 g(X) 与 h(Y ) 独立．

定理 2.19. 若随机变量 X,Y 相互独立，则：

var(X + Y ) = var(X) + var(Y )

证明. 令 X̃ = X − EX, Ỹ = Y − EY，由于方差在加减常数后保持不变，所以：

var(X + Y ) = var(X̃ + Ỹ )

= E[(X̃ + Ỹ )2]

= E[X̃2 + 2X̃Ỹ + Ỹ 2]

= E[X̃2] + 2E[X̃Ỹ ] + E[Ỹ 2]

= varX + varY

其中利用了 E[X̃Ỹ ] = E[X̃]E[Ỹ ] = 0.

定义 2.17 (多个随机变量独立性). 称随机变量 X,Y, Z 相互独立，若：

pX,Y,Z(x, y, z) = pX(x)pY (y)pZ(z), ∀x, y, z, X, Y, Z 离散

fX,Y,Z(x, y, z) = fX(x)fY (y)fZ(z), ∀x, y, z, X, Y, Z 连续

定理 2.20 (多个独立随机变量和的方差). 设 X1, X2, . . . , Xn 为相互独立的随机变量，则：

var(X1 +X2 + · · ·+Xn) = var(X1) + var(X2) + · · ·+ var(Xn)
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3 随机变量的深入内容

3.1 随机变量的函数的分布

定理 3.1 (随机变量的函数). 设 X 是离散随机变量，则 Y = g(X) 的 PMF 为：

pY (y) =
∑

{x|y=g(x)}

pX(x)

设 X 是连续随机变量，则 Y = g(X) 的 CDF 为：

FY (y) = P(Y ⩽ y) = P(g(X) ⩽ y) =

∫
{x|g(x)⩽y}

fX(x)dx

进而 PDF 为：
fY (y) =

d
dyFY (y)

定理 3.2 (线性函数情形). 设 X 是连续随机变量，a, b ∈ R 且 a 6= 0，设 Y = aX + b，则：

fY (y) =
1

|a|
fX

(
y − b

a

)

证明. 先求 Y 的 CDF：

FY (y) = P(Y ⩽ y) = P(aX + b ⩽ y) =

P
(
X ⩽ y−b

a

)
= FX

(
y−b
a

)
, a > 0

P
(
X ⩾ y−b

a

)
= 1− FX

(
y−b
a

)
, a < 0

然后求导得到 Y 的 PDF：

fY (y) =
dFY (y)

dy =

 1
a
fX
(
y−b
a

)
, a > 0

− 1
a
fX
(
y−b
a

)
, a < 0

=
1

|a|
fX

(
y − b

a

)

例 3.1 (正态分布的线性变换仍然是正态分布). 设 X ∼ N(µ, σ2)，a, b ∈ R 且 a 6= 0，Y =

aX + b，则根据定理 3.2，有：

fY (y) =
1

|a|
fX

(
y − b

a

)
=

1√
2πσ|a|

exp
(
−
(
y−b
a

− µ
)2

2σ2

)

=
1√

2πσ|a|
exp

(
−(y − aµ− b)2

2a2σ2

)
所以，Y = aX + b ∼ N(aσ + b, a2σ2).

定理 3.3 (单调函数情形). 设 X 是连续随机变量，g 是严格单调的可逆函数，且其反函数 h 可微，
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则 Y = g(X) 在其支撑集 {y | fY (y) > 0} 上的 PDF 是：

fY (y) = fX(h(y))

∣∣∣∣ d
dyh(y)

∣∣∣∣
证明. 先求 Y 的 CDF：

FY (y) = P(Y ⩽ y) =

P(X ⩽ h(y)) = FX(h(y)), g 单调递增

P(X ⩾ h(y)) = 1− FX(h(y)), g 单调递减

于是求导得：

fY (y) =

fX(h(y))h′(y), g 单调递增

−fX(h(y))h′(y), g 单调递减
= fX(h(y))

∣∣∣∣ d
dyh(y)

∣∣∣∣

定理 3.4 (随机变量的二元函数). 设 X,Y 是离散随机变量，则 Z = g(X,Y ) 的 PMF 为：

pZ(z) =
∑

{(x,y)|z=g(x,y)}

pX,Y (x, y)

设 X,Y 是连续随机变量，则 Z = g(X,Y ) 的 CDF 为：

FZ(z) = P(Z ⩽ z) = P(g(X,Y ) ⩽ z) =

∫∫
{(x,y)|g(x,y)⩽z}

fX,Y (x, y)dxdy

进而 PDF 为：
fZ(z) =

d
dzFZ(z)

例 3.2 (瑞利分布). 设 X,Y ∼ N(0, σ2) 且相互独立，R =
√
X2 + Y 2，称 R 服从瑞利分布．

首先计算 CDF：

FR(r) = P(R ⩽ r) = P(X2 + Y 2 ⩽ r2)

=

∫∫
{(x,y)|x2+y2⩽r2}

pX,Y (x, y)dxdy

=

∫∫
x2+y2⩽r2

1

2πσ2
e−

x2+y2

2σ2 dxdy

=
1

2πσ2

∫ 2π

0

dθ
∫ r

0

e−
ρ2

2σ2 ρdρ

= e−
ρ2

2σ2

∣∣∣0
r
= 1− e−

r2

2σ2

故瑞利分布的 PDF 为：
fR(r) =

dFR(r)

dr =
r

σ2
e−

r2

2σ2
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定理 3.5 (极值分布). 设 X,Y 是独立的随机变量，M = max(X,Y ), N = min(X,Y )，则：

FM (z) = FX(z)FY (z), FN (z) = 1− (1− FX(z))(1− FY (z))

证明.

FM (z) = P(M ⩽ z) = P(X ⩽ z, Y ⩽ z) = P(X ⩽ z)P(Y ⩽ z) = FX(z)FY (z)

FN (z) = P(N ⩽ z) = 1− P(N > z) = 1− P(X > z, Y > z)

= 1− P(X > z)P(Y > z) = 1− (1− FX(z))(1− FY (z))

推论 3.6. 设 X1, X2, · · · , Xn 是 n 个相互独立的随机变量，M = max
1⩽i⩽n

Xi，N = min
1⩽i⩽n

Xi，则：

FM (z) =
n∏

i=1

FXi
(z), FN (z) = 1−

n∏
i=1

(1− FXi
(z))

定理 3.7 (独立随机变量之和——卷积). 设 X,Y 是独立的离散随机变量，Z = X + Y，则：

pZ(z) =
∑
x

pX(x)pY (z − x)

设 X,Y 是独立的连续随机变量，Z = X + Y，则：

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx

称上述两个式子为卷积（convolution）．

例 3.3 (独立正态随机变量之和仍服从正态分布). 设 X ∼ N(µx, σ
2
x)，Y ∼ N(µy, σ

2
y) 且相互

独立，Z = X + Y，则根据定理 3.7，有：

fZ(z) =

∫ +∞

−∞

1

2πσxσy

e
− (x−µx)2

2σ2
x

− (z−x−µy)2

2σ2
y dx =

∫ +∞

−∞

1

2πσxσy

e
− 1

2

[
u2

σ2
x
+

(v−u)2

σ2
y

]
du

其中做了代换 u = x− µx, v = z − µx − µy. 由于：

u2

σ2
x

+
(v − u)2

σ2
y

=
u2

σ2
x

+
u2

σ2
y

+
v2

σ2
y

− 2uv

σ2
y

=

(√
σ2
x + σ2

y

σxσy

u− σxv

σy

√
σ2
x + σ2

y

)2

+
v2

σ2
x + σ2

y

令 t =

√
σ2
x+σ2

y

σxσy
u− σxv

σy

√
σ2
x+σ2

y

，则：

fZ(z) =
1

2πσxσy

σxσy√
σ2
x + σ2

y

e
v2

σ2
x+σ2

y

∫ +∞

−∞
e−

1
2 t

2dt = 1√
2π
√
σ2
x + σ2

y

e
(z−µx−µy)2

σ2
x+σ2

y

所以 Z ∼ N(µx + µy, σ
2
x + σ2

y).
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例 3.4 (n 个独立正态随机变量之和). 设 Xi ∼ N(µi, σ
2
i ), i = 1, 2, . . . , n 且相互独立，则：

n∑
i=1

Xi ∼ N

(
n∑

i=1

µi,
n∑

i=1

σ2
i

)

定理 3.8 (随机变量的多元函数（可逆函数情形）). 设 X = (X1, X2, · · · , Xn) 是一个随机向量，T

是 Rn 上的一可逆映射，Y = T (X)，则 Y 的 PDF 为：

fY(y) = fX(T
−1(y))|J |

其中，J 表示 T−1 : y 7→ x，即 x = T−1(y) 的雅各比行列式：

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂y1

∂x1

∂y2
· · · ∂x1

∂yn

∂x2

∂y1

∂x2

∂y2
· · · ∂x2

∂yn

...
...

...
...

∂xn

∂y1

∂xn

∂y2
· · · ∂xn

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
证明. 设 D ⊂ Rn 是一个性质好的集合，则：

P(Y ∈ D) = P(T (X) ∈ D)

= P(X ∈ T−1(D)) 两边同时施以 T−1

=

∫
T−1(D)

fX(x)dx

=

∫
D

fX(T
−1(y))|J |dy 变量代换 y = T (x)

又：
P(Y ∈ D) =

∫
D

fY(y)dy

根据 D 一定的任意性，可知：
fY(y) = fX(T

−1(y))|J |

3.2 协方差与相关系数

图 4: 随机变量的独立性与相关性示意图
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定义 3.1 (协方差与相关系数). 设 X,Y 是两个随机变量，定义协方差与相关系数分别为：

cov(X,Y ) = E[(X − EX)(Y − EY )], ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )√
varXvarY

当 cov(X,Y ) = ρ(X,Y ) = 0 时，称 X 和 Y 不相关．

性质. 从定义出发容易证明以下性质：

• cov(X,X) = var(X)

• cov(X, aY + b) = a · cov(X,Y )

• cov(X,Y + Z) = cov(X,Y ) + cov(X,Z)

性质. |ρ(X,Y )| ⩽ 1.

证明. 对 ∀t ∈ R，由于 var(Y − tX) = t2varX − 2tcov(X,Y ) + varY ⩾ 0，所以：

∆ = 4cov2(X,Y )− 4varXvarY ⩽ 0

即有 |ρ(X,Y )| ⩽ 1.

定理 3.9. 设 X,Y 是两个随机变量，则：

cov(X,Y ) = E[XY ]− EXEY

证明.

cov(X,Y ) = E[(X − EX)(Y − EY )]

= E[XY − EX · Y −X · EY + EXEY ]

= E[XY ]− EX · EY − EX · EY + EX · EY

= E[XY ]− EXEY

推论 3.10 (独立与相关). 设 X,Y 是两个随机变量，若 X,Y 独立，则 X,Y 不相关．

注意. 反之不成立，不相关不能推出独立．

例 3.5 (不相关且不独立). 设随机变量 X,Y 以 1/4的概率取 (1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1)，则
EX = EY = E[XY ] = 0，于是 cov(X,Y ) = E[XY ] − EXEY = 0，故 X,Y 不相关．但是
pX,Y (1, 0) = 1/4 6= pX(1)pY (0) = 1/4 · 1/2 = 1/8，故二者不独立．直观上，X 取非零值就要
求 Y 取零值，因此不独立．

定理 3.11 (随机变量和的方差). 设随机变量 X,Y 有有限的方差，则：

var(X + Y ) = varX + 2cov(X,Y ) + varY
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更一般的，设随机变量 X1, X2, . . . , Xn 有有限的方差，则：

var
(

n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

var(Xi) +
∑

{(i,j)|i ̸=j}

cov(Xi, Xj)

证明. 设 X̃i = Xi − E[Xi]，则：

var
(

n∑
i=1

Xi

)
= E

( n∑
i=1

X̃2
i

)2


= E

[
n∑

i=1

n∑
j=1

X̃iX̃j

]

=
n∑

i=1

n∑
j=1

E
[
X̃iX̃j

]
=

n∑
i=1

E[X̃2
i ] +

n∑
{(i,j)|i ̸=j}

E
[
X̃iX̃j

]
=

n∑
i=1

var(Xi) +
∑

{(i,j)|i ̸=j}

cov(Xi, Xj)

推论 3.12. 设随机变量 X,Y 有有限的方差，a, b 为常数，则：

var(aX + bY ) = a2varX + 2abcov(X,Y ) + b2varY

或写作矩阵形式：

var(aX + bY ) =
[
a b

] [ varX cov(X,Y )

cov(Y,X) varY

][
a

b

]

3.3 再论条件期望与条件方差

定义 3.2 (条件期望作为估计量). 设 X,Y 是随机变量，若将 Y 视作能提供关于 X 的信息的观测
值，则可将条件期望视为给定 Y 下对 X 的估计，记作：

X̂ = E[X|Y ]

注意 X̂ 是随机变量 Y 的函数．进一步地，记估计误差为：

X̃ = X̂ −X

则 X̃ 是随机变量 X,Y 的二元函数．

性质. 根据全期望公式易知，条件期望是无偏估计，即 EX̂ = EX，或 EX̃ = 0.

性质. E[X̃|Y ] = 0，即对任意 y，都有 E[X̃|Y = y] = 0.
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证明.
E[X̃|Y ] = E[(X̂ −X)|Y ] = E[X̂|Y ]− E[X|Y ] = X̂ − X̂ = 0

性质. 估计量 X̂ 与估计误差 X̃ 不相关．

证明.
E[X̂X̃] = E[E[X̂X̃|Y ]] = E[X̂E[X̃|Y ]] = 0 = EX̂EX̃

性质. var(X) = var(X̂) + var(X̃).

证明. 由于 X̂ 与 X̃ 不相关，故 cov(X̂, X̃) = 0，又 X = X̂ + X̃，故：

var(X) = var(X̂) + 2cov(X̂, X̃) + var(X̃) = var(X̂) + var(X̃)

3.4 矩母函数

定义 3.3 (矩母函数). 设 X 是一个随机变量，定义其矩母函数为：

MX(s) = E[esX ] =


∑
x

esxpX(x), X 离散∫ ∞

−∞
esxfX(x)dx, X 连续

其定义域为使得 E[esX ] 存在的 s. 在上下文清晰时可简记作 M(s).

定理 3.13 (矩母函数计算矩). 设随机变量 X 的矩母函数为 M(s)，则：

dn

dsnM(s)

∣∣∣∣
s=0

= E[Xn]

证明. 假设积分（期望）与微分可交换，则：

dn

dsnM(s) =
dn

dsnE[e
sX ] = E

[
dn

dsn e
sX

]
= E[XnesX ]

代入 s = 0 得：
dn

dsnM(s)

∣∣∣∣
s=0

= E[Xn]

定理 3.14 (矩母函数与分布). 若随机变量 X 的矩母函数 MX(s) 满足：存在一个正数 a，使得对
∀s ∈ [−a, a]，MX(s) 都是有限的，则矩母函数 MX(s) 唯一决定 X 的分布函数．
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定理 3.15 (独立随机变量之和). 设 X,Y 是独立随机变量，Z = X + Y，则：

MZ(s) = MX(s)MY (s)

证明.

MZ(s) = E[esZ ] = E[es(X+Y )] = E[esXesY ] = E[esX ]E[esY ] = MX(s)MY (s)

推论 3.16. 设 X1, X2, . . . , Xn 是独立随机变量，Z = X1 +X2 + · · ·+Xn，则：

MZ(s) = MX1
(s)MX2

(s) · · ·MXn
(s)

定义 3.4 (多元矩母函数). 设 X1, X2, . . . , Xn 是随机变量，定义它们的多元矩母函数为：

MX1,X2,...,Xn
(s1, s2, . . . , sn) = E[es1X1+s2X2+···+snXn ]

3.5 随机个随机变量之和

定理 3.17 (随机个随机变量之和的期望、方差与矩母函数). 设 N 是取正整数值的随机变量，
X1, X2, . . . 是独立同分布的随机变量，且 N,X1, X2, . . . 相互独立（即这些随机变量的任意有限
子集都是独立的）．设 Y = X1 +X2 + · · ·+XN，则：

EY = ENEX

var(Y ) = ENvar(X) + (EX)2var(N)

MY (s) =
∞∑

n=1

(MX(s))npN (n)

其中 EX, var(X),MX(s) 表示各 Xi 的期望、方差和矩母函数．

证明. 给定正整数 n，随机变量 X1+X2+ · · ·+Xn 与 N 独立，故与事件 {N = n}独立，故：

E[Y |N = n] = E[X1 +X2 + · · ·+XN |N = n]

= E[X1 +X2 + · · ·+Xn|N = n]

= E[X1 +X2 + · · ·+Xn]

= nEX

这对于任意非负整数 n 都成立，因此：

E[Y |N ] = NEX

于是根据全期望公式，有：

EY = E[E[Y |N ]] = E[NEX] = ENEX
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类似地，给定正整数 n，有：

var(Y |N = n) = var(X1 +X2 + · · ·+XN |N = n)

= var(X1 +X2 + · · ·+Xn|N = n)

= var(X1 +X2 + · · ·+Xn)

= nvar(X)

这对任意正整数 n 都成立，因此：

var(Y |N) = Nvar(X)

于是根据全方差公式，有：

var(Y ) = E[var(Y |N)] + var(E[Y |N ])

= E[Nvar(X)] + var(NEX)

= ENvar(X) + (EX)2var(N)

类似地，给定正整数 n，有：

E[esY |N = n] = E[es(X1+X2+···+XN |N = n]

= E[es(X1+X2+···+Xn |N = n]

= E[es(X1+X2+···+Xn ]

= E[esX1 ]E[esX2 ] · · ·E[esXn

= (MX(s))n

上式对任意正整数 n 都成立，因此：

E[esY |N ] = (MX(s))N

于是根据全期望公式，有：

MY (s) = E[esY ] = E[E[esY |N ]] = E[(MX(s))N ] =
∞∑

n=1

(MX(s))npN (n)

注释. 对比 MY (s) 与 MN (s)：

MY (s) =
∞∑

n=1

(MX(s))npN (n)

MN (s) =
∞∑

n=1

(es)npN (n)

可以看见 MY (s) 就是将 MN (s) 中的函数 es 替换为 Xi 的矩母函数 MX(s).
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4 极限理论

给定一列独立同分布随机变量 X1, X2, . . .，定义前 n 项和 Sn = X1 +X2 + · · · +Xn，本章的
极限理论研究 Sn 及其相关变量在 n → ∞ 时的极限性质．

4.1 马尔可夫不等式与切比雪夫不等式

定理 4.1 (马尔可夫不等式). 设随机变量 X 只取非负值，则对任意 a > 0，有：

P(X ⩾ a) ⩽ EX
a

注释. 粗略来讲，马尔可夫不等式指出，一个非负随机变量如果均值很小，那么该随机变量取大值
的概率也很小．

证明. 这里假设 X 是连续随机变量，离散类似．

EX =

∫ +∞

0

xfX(x)dx ⩾
∫ +∞

a

xfX(x)dx ⩾ a

∫ +∞

a

fX(x)dx = a · P(X ⩾ a)

例 4.1. 设 X ∼ U(0, 4)，则 EX = 2，由马尔可夫不等式可得：

P(X ⩾ 2) ⩽ 2

2
= 1, P(X ⩾ 3) ⩽ 2

3
, P(X ⩾ 4) ⩽ 2

4
=

1

2

而真实概率是：
P(X ⩾ 2) =

1

2
, P(X ⩾ 3) =

1

4
, P(X ⩾ 4) = 0

可见由马尔可夫不等式给出的上界非常的粗糙．

定理 4.2 (切比雪夫不等式). 设随机变量 X 的均值为 µ，方差为 σ2，则对任意 c > 0，有：

P(|X − µ| ⩾ c) ⩽ σ2

c2

注释. 粗略来讲，切比雪夫不等式指出，如果一个随机变量的方差非常小，那么该随机变量取远离
均值的概率也非常小．

证明. 利用马尔可夫不等式，

P(|X − µ| ⩾ c) = P((X − µ)2 ⩾ c2) ⩽ E[(X − µ)2]

c2
=

σ2

c2

相比马尔可夫不等式，切比雪夫不等式利用了随机变量的方差的信息，因此会更准确．不过均
值和方差也仅仅是粗略描述了随机变量的性质，因此它给出的上界可能依旧距离精确概率较远．
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例 4.2. 仍然考虑例 4.1，即 X ∼ U(0, 4), EX = 2, varX = 4
3
，则根据切比雪夫不等式有：

P(|X − 2| ⩾ 1) ⩽ 4

3

由于概率一定小于等于 1，所以这个不等式并没有带来任何信息．

例 4.3. 设 X ∼ E(1)，则 EX = varX = 1，对任意 c > 2，应用切比雪夫不等式可得：

P(X ⩾ c) = P(X − 1 ⩾ c− 1) = P(|X − 1| ⩾ c− 1) ⩽ 1

(c− 1)2

而真实概率是 P(X ⩾ c) = e−c，可见切比雪夫不等式给出的上界比较保守．

4.2 弱大数定律

定义 4.1 (依概率收敛). 设 X1, X2, . . . 是随机变量序列，a ∈ R，若对任意 ϵ > 0，都有：

lim
n→∞

P(|Xn − a| ⩾ ϵ) = 0

则称 {Xn} 依概率收敛到 a.

注释. 用 ϵ-N 语言描述上述定义中的数列极限，则依概率收敛可以等价叙述为：对任意 ϵ > 0 和
δ > 0，存在 N ∈ N，当 n ⩾ N 时，都有：

P(|Xn − a| ⩾ ϵ) ⩽ δ

其中 ϵ 称作精度，δ 称作置信水平．

定理 4.3 (弱大数定律). 设 X1, X2, . . . 是独立同分布的随机变量序列，其公共分布均值为 µ，则样
本均值 Mn = 1

n

∑n
i=1 Xi 依概率收敛到 µ，即对任意 ϵ > 0，有：

lim
n→∞

P(|Mn − µ| ⩾ ϵ) = 0

证明. 这里仅对方差有界的情形进行证明，方差无界时弱大数定律依然成立，但是证明较为
精巧．考虑 Mn 的均值和方差：

EMn =
1

n

n∑
i=1

EXi = µ

var(Mn) =
1

n2

n∑
i=1

var(Xi) =
σ2

n

于是根据切比雪夫不等式，对任意 ϵ > 0，有：

P(|Mn − µ| ⩾ ϵ) ⩽ σ2

nϵ2
→ 0 (n → ∞)
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注释. 一般情形的弱大数定理称为辛钦大数定律，而方差有界的情形称之为切比雪夫大数定律．更
特殊的，对于 X1, X2, . . .

i.i.d.∼ B(1, p) 的情形而言，我们称之为伯努利大数定律：

lim
n→∞

P(|Mn − p| ⩾ ϵ) = 0

4.3 中心极限定理

定理 4.4 (中心极限定理). 设 X1, X2, . . . 是独立同分布的随机变量序列，序列的每一项的均值为 µ，
方差为 σ2，则对 ∀x ∈ R，有：

lim
n→∞

P


n∑

i=1

Xi − nµ

√
nσ

⩽ x

 = Φ(x)

其中 Φ(x) 表示标准正态分布的 CDF.

注释. 粗略来讲，中心极限定理表明，在大样本的情况下，独立同分布的随机变量序列的样本均值
的标准化结果服从标准正态分布．

注释. 这个一般情形的定理被称作林德伯格-莱维中心极限定理．

注释. 对于 X1, X2, . . .
i.i.d.∼ B(1, p) 的特殊情形而言，我们称之为棣莫弗-拉普拉斯中心极限定理：

lim
n→∞

P


n∑

i=1

Xi − np√
np(1− p)

⩽ x

 = Φ(x)

4.4 强大数定律

定义 4.2 (以概率 1 收敛/几乎必然收敛). 设 X1, X2, . . . 是随机变量序列，a ∈ R，若：

P
(

lim
n→∞

Xn = a
)
= 1

则称 {Xn} 以概率 1 收敛到 a 或几乎必然收敛到 a.

定理 4.5 (强大数定律). 设 X1, X2, . . . 是均值为 µ 的独立同分布的随机变量序列，则样本均值
Mn = 1

n

∑n
i=1 Xi 以概率 1 收敛到 µ，即：

P
(

lim
n→∞

Mn = µ
)
= 1

注释. 弱大数定律是指 Mn 显著性偏离 µ 的事件的概率在 n → ∞ 时趋于 0，但是对任意有限的 n，
这个概率可以是正的．所以可以想象的是，在 Mn 这个无穷的序列中，常常有 Mn 显著偏离 µ. 而
强大数定律则进一步告诉我们，这样的显著偏离事件只能发生有限次．
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5 贝叶斯统计推断

5.1 贝叶斯推断与后验分布

图 5: 贝叶斯推断模型

记感兴趣的未知量为 Θ，并视其为一个随机变量或随机变量的有限集合．我们的目标是基于观
测到相关随机变量的值 X = (X1, . . . , Xn) 来提取 Θ 的信息．假定我们已知先验分布 pΘ 或 fΘ，以
及条件分布 pX|Θ 或 fX|Θ，则贝叶斯推断问题由 Θ 的后验分布 pΘ|X 或 fΘ|X 完全决定．后验分布
可根据贝叶斯公式计算．

例 5.1 (正态随机变量公共均值的推断). 设随机变量观测值 X = (X1, . . . , Xn) 具有相同的未
知均值．假设在给定均值的条件下，Xi 是正态的，且相互独立，方差分别为 σ2

1 , . . . , σ
2
n. 又

设 Xi 的公共均值为随机变量 Θ，且先验分布为正态分布 N(x0, σ
2
0). 那么：

fΘ(θ) = c1 · exp
(
−(θ − x0)

2

2σ2
0

)
fX|Θ(x|θ) = c2 · exp

(
−(x1 − θ)2

2σ2
1

)
· · · exp

(
−(xn − θ)2

2σ2
n

)
其中 c1, c2 为常数．根据贝叶斯公式，有：

fΘ|X(θ|x) ∝ fΘ(θ)fX|Θ(x|θ) ∝ exp
(
−

n∑
i=0

(θ − xi)
2

2σ2
i

)
∝ exp

(
−(θ −m)2

2v

)

其中根据配方可得：

m =

∑n
i=0 xi/σ

2
i∑n

i=0 1/σ
2
i

, v =
1∑n

i=0 1/σ
2
i

于是后验概率就是以 m 为均值、v 为方差的正态分布．

定义 5.1 (共轭分布). 在贝叶斯推断中，若先验分布与后验分布是同一个分布族，则先验分布与后
验分布被称为共轭分布．

注释. 例 5.1显示正态分布与其自身是共轭分布．这并不是一个普遍的情形，除了正态分布以外，其
他常见的与自身共轭的分布有伯努利分布和二项分布．

5.2 点估计，假设检验，最大后验概率准则

点估计 给定 X 的观测值 x，贝叶斯推断给出了后验分布 pΘ|X(θ|x) 或 fΘ|X(θ|x). 后验分布包含
了 x提供的所有信息，但有时我们希望得到一个数而不是一个概率分布，这就是点估计．具体而言，
点估计指从 X 的观测值中提取一个数 θ̂ = g(x) 作为对 Θ 的估计的方法．
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定义 5.2 (估计量，估计值). 设 g 是一个关于 X 的函数，则称随机变量 Θ̂ = g(X) 为估计量．当
观测到 X 的值 x 后，则称 Θ̂ 的取值 θ̂ = g(x) 为估计值．不同的函数 g 引出不同的估计量．

定义 5.3 (最大后验概率估计量). 给定 X 的观测值 x，选择使得后验概率最大的 θ 作为估计值，即：

θ̂ = max
θ

pΘ|X(θ|x)或 max
θ

fΘ|X(θ|x)

定义 5.4 (条件期望估计量). 给定 X 的观测值 x，选择条件期望作为估计值，即：

θ̂ = E[Θ|X = x]

注释. 在下一节中将看到，条件期望估计量其实就是最小均方估计量．

例 5.2 (正态随机变量公共均值的估计量). 在例 5.1 中，我们得到了正态随机变量公共均值
Θ 的后验分布是以 m 为均值、v 为方差的正态分布，其中：

m =

∑n
i=0 xi/σ

2
i∑n

i=0 1/σ
2
i

, v =
1∑n

i=0 1/σ
2
i

由于正态分布的概率密度函数在均值处取最大值，所以最大后验概率估计为：

θ̂ = m

而正态分布的均值参数正是其期望，因此条件期望估计也为：

θ̂ = E[Θ|X = x] = m

因此在该模型中，最大后验概率估计和条件期望估计恰好相同．

假设检验 在一个假设检验问题中，Θ 取 θ1, . . . , θm 中的一个值，其中 m 是一个较小的整数（常
常是 m = 2）．称事件 Hi = {Θ = θi} 为第 i 个假设．观测到 X 的取值 x 后，我们希望依据某种准
则选出一个最“合理”的假设．

定义 5.5 (假设检验的最大后验概率准则). 给定观测值 x，最大后验概率准则选择使得后验概率
P(Θ = θi|X = x) 最大的假设 Hi：

arg max
i

P(Θ = θi|X = x)

根据贝叶斯公式，这等价于：

arg max
i

pΘ(θi)pX|Θ(x|θi), X 离散

arg max
i

pΘ(θi)fX|Θ(x|θi), X 连续

注释. 对任意观测值 x，最大后验概率准则是错误率最小的决策准则．
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5.3 贝叶斯最小均方估计

定理 5.1 (最小均方估计——无观测值情形). 考虑在没有观测值的情况下，用常数 θ̂ 去估计 Θ，则
使得均方误差 E[(Θ− θ̂)2] 最小的估计为：

θ̂ = EΘ

换句话说，有：
E[(Θ− EΘ)2] ⩽ E[(Θ− θ̂)2], ∀ θ̂

证明. 对任何估计 θ̂，有均方误差：

E[(Θ− θ̂)2] = var(Θ− θ̂) + (E[Θ− θ̂])2 = var(Θ) + (EΘ− θ̂)2

由于 var(Θ) 与 θ̂ 无关，故当 (EΘ− θ̂)2 最小时均方误差最小，也即 θ̂ = EΘ.

定理 5.2 (最小均方估计——给定观测值情形). 设给定观测值 x，则使得均方误差 E[(Θ−θ̂)2|X = x]

最小的估计为条件期望估计：
θ̂ = E[Θ|X = x]

换句话说，有：
E[(Θ− E[Θ|X = x])2|X = x] ⩽ E[(Θ− θ̂)2|X = x], ∀ θ̂

证明. 在定理 5.1 的证明中加入 X = x 的条件即可．

定理 5.3 (最小均方估计——总体情形). 总体上，设估计量为 Θ̂，则使得均方误差 E[(Θ − Θ̂)2] 最
小的估计量为：

Θ̂ = E[Θ|X]

换句话说，有：
E[(Θ− E[Θ|X])2] ⩽ E[(Θ− Θ̂)2], ∀ Θ̂ = g(X)

证明. 对于任意给定 X 的取值 x，θ̂ = g(x) 是一个数，因此：

E[(Θ− E[Θ|X = x])2|X = x] ⩽ E[(Θ− g(x))2|X = x]

根据 x 的任意性，有：

E[(Θ− E[Θ|X])2|X] ⩽ E[(Θ− g(X))2|X]

根据全期望公式，两边取期望得：

E[(Θ− E[Θ|X])2] ⩽ E[(Θ− g(X))2]

30



性质. 将最小均方估计和估计误差分别记为：

Θ̂ = E[Θ|X], Θ̃ = Θ̂−Θ

在 3.3 节中已经推导了一些性质，这里列举如下：

• Θ̃ 是无偏的，它的条件期望和非条件期望都是 0: E[Θ̃] = 0, E[Θ̃|X = x] = 0, ∀x
• 估计误差 Θ̃ 与估计量 Θ̂ 不相关：var(Θ̂, Θ̃) = 0

• Θ 的方差可以分解为：var(Θ) = var(Θ̂) + var(Θ̃)

定理 5.4 (推广到多观测情形). 设有多个观测量 X1, . . . , Xn，则最小均方估计为：

Θ̂ = E[Θ|X1, . . . , Xn]

换句话说，有：

E[(Θ− E[Θ|X1, . . . , Xn])
2] ⩽ E[(Θ− Θ̂)2], ∀ Θ̂ = g(X1, . . . , Xn)

5.4 贝叶斯线性最小均方估计

定义 5.6 (线性估计量). 限定 g 是关于 X 的线性函数 g(X) = aX + b，称随机变量：

Θ̂ = g(X) = aX + b

为线性估计量．进一步地，若有多个观测量 X1, . . . , Xn，则线性估计量的形式为：

Θ̂ = a1X1 + · · ·+ anXn + b

定理 5.5 (线性最小均方估计). 基于 X 的 Θ 的线性最小均方估计是：

Θ̂ = EΘ+
cov(Θ, X)

var(X)
(X − EX) = EΘ+ ρ

σΘ

σX

(X − EX)

其中 ρ =
cov(Θ, X)

σΘσX

是相关系数，此时所得均方误差为：

E[(Θ− aX − b)2] = (1− ρ2)σ2
Θ

证明. 假设固定 a，则问题等价于选择常数 b 来估计随机变量 Θ− aX. 根据之前的讨论，最
优解为：

b = E[Θ− aX] = EΘ− aEX

因此问题转化为：
min
a

E[(Θ− aX − E[Θ− aX])2] = var(Θ− aX)

打开方差：

var(Θ− aX) = var(Θ) + var(aX)− 2cov(Θ, aX) = σ2
Θ + a2σ2

X − 2aρσΘσX
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这是关于 a 的二次函数，最小值在顶点处取得：

a =
ρσΘσX

σ2
X

= ρ
σΘ

σX

因此线性最小均方估计为：

Θ̂ = aX + b = aX + EΘ− aEX = EΘ+ ρ
σΘ

σX

(X − EX)

且估计误差为：

var(Θ− aX) = σ2
Θ + a2σ2

X − 2aρσΘσX = σ2
Θ + ρ2σ2

Θ − 2ρ2σ2
Θ = (1− ρ2)σ2

Θ

注解. 直观上，估计量以 EΘ 为基础，通过 X − EX 的取值来调整．例如，不妨假设 ρ > 0，
则当观测到比 EX 更大的 X 取值后，我们对 Θ 的估计也就相应地提高．另外，当 |ρ| 接近
1 时，X 和 Θ 高度相关，了解 X 将帮助我们准确地估计 Θ，因此均方误差较小．

例 5.3 (正态随机变量公共均值的估计量-续). 在例 5.2 中，我们得到正态随机变量公共均值
的最小均方估计（条件期望估计）为：

θ̂ = E[Θ|X = x] = m =

∑n
i=0 xi/σ

2
i∑n

i=0 1/σ
2
i

进一步，注意到上式是观测值 x1, . . . , xn 的线性组合，因此它其实也是线性最小均方估计．也
即，在该模型中，最大后验概率估计、最小均方估计和线性最小均方估计恰好都是相同的．
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6 经典统计推断

经典统计推断认为未知参数 θ 是确定的，观测 X 是随机的，根据 θ 取值的不同服从 pX(x; θ)

或 fX(x; θ). 因此，我们将同时处理多个候选模型，每个模型对应 θ 的一个可能的取值．

图 6: 经典推断模型

6.1 经典参数估计

定义 6.1 (估计量，估计值). 给定观测 X = (X1, . . . , Xn)，估计量指形如 Θ̂n = g(X) 的随机变量，
估计量的取值称为估计值．注意，由于 X 的分布依赖于参数 θ，因而 Θ̂n 的分布也依赖于 θ. 记 Θ̂n

的期望为 Eθ[Θ̂n]，方差为 varθ(Θ̂n).

定义 6.2 (估计误差，偏差). 设 Θ̂n 是未知参数 θ 的一个估计量，定义估计误差为 Θ̃n = Θ̂n − θ，
并定义偏差为估计误差的期望 bθ(Θ̃n) = Eθ[Θ̂n]− θ.

定义 6.3 (无偏，渐近无偏). 若 Eθ[Θ̂n] = θ 对 θ 所有可能的取值都成立，则称 Θ̂n 是无偏的；若
limn→∞ Eθ[Θ̂n] = θ 对 θ 所有可能的取值都成立，则称 Θ̂n 是渐近无偏的．

定义 6.4 (相合). 若对 θ 所有可能的取值，序列 Θ̂n 依概率收敛到参数 θ 的真值，则称 Θ̂n 是 θ 的
相合估计序列．

性质. 均方误差、偏差和 Θ̂n 的方差有关系：

Eθ[Θ̃
2
n] = b2θ(Θ̂n) + varθ(Θ̂n)

注解. 这个公式很重要，等式右侧的两项体现了偏差与方差之间的权衡．

定义 6.5 (极大似然估计，似然函数). 设观测向量 X = (X1, . . . , Xn)的联合 PMF/PDF为 pX(x; θ)

或 fX(x; θ)，其中 x = (x1, . . . , xn) 为 X 的观测值．极大似然估计是使得 pX(x; θ) 或 fX(x; θ) 达到
最大的参数值，即：

θ̂n = arg max
θ

pX(x; θ)或 arg max
θ

fX(x; θ)

称 pX(x; θ) 或 fX(x; θ) 为似然函数，称 ln pX(x; θ) 或 ln fX(x; θ) 为对数似然函数．

注解 (极大似然估计与最大后验概率估计). 在贝叶斯最大后验概率估计中，估计的选择是使
得 pΘ(θ)pX|Θ(x|θ) 达到最大的 θ，其中 pΘ(θ) 是未知参数 θ 的先验分布．因此，最大似然估
计可以解释为具有均匀先验分布的最大后验概率估计．

定理 6.1 (极大似然估计的不变原理). 设 Θ̂n 是 θ 的极大似然估计，那么对于任意关于 θ 的一一映
射函数 h，h(Θ̂) 是 ζ = h(θ) 的极大似然估计．
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例 6.1 (随机变量均值的估计). 设观测值 X1, . . . , Xn 独立同分布，均值为未知参数 θ，定义
样本均值为：

Mn =
X1 + · · ·+Xn

n

由于 Eθ[Mn] = Eθ[X] = θ，故样本均值是 θ 的无偏估计．进一步地，根据弱大数定律，Mn

依概率收敛到 θ，因此具有相合性．

例 6.2 (随机变量方差的估计). 设观测值 X1, . . . , Xn 独立同分布，方差为未知参数 v，则有
两个常用估计量：

S̄2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi −Mn)
2, Ŝ2

n =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Mn)
2

可以证明 S̄2 是有偏但渐近无偏的，Ŝ2 则是无偏的．

证明. 注意到 E(θ,v)[Mn] = θ, E(θ,v)[X
2
i ] = v + θ2, E(θ,v)[M

2
n] =

v
n
+ θ2，于是：

E(θ,v)[S̄
2
n] = E(θ,v)

[
1

n

n∑
i=1

(Xi −Mn)
2

]

= E(θ,v)

[
1

n

n∑
i=1

X2
i − 2Mn

n

n∑
i=1

Xi +M2
n

]

= E(θ,v)

[
1

n

n∑
i=1

X2
i − 2M2

n +M2
n

]
= v + θ2 −

( v
n
+ θ2

)
=

n− 1

n
v

由于 n → ∞ 时 E(θ,v)[S̄
2
n] → v，故 S̄2

n 是渐近无偏的．又：

E(θ,v)[Ŝ
2
n] = E(θ,v)[

n

n− 1
S̄2
n] = v

故 Ŝ2
n 是无偏的．

区间估计 在前文中，无论是贝叶斯推断中的最大后验概率估计、最小均方估计，还是经典推断中
的极大似然估计，这些方法都是点估计，即给出一个数作为估计量．但有时我们还想建立一个置信
区间，这就是区间估计．具体而言，我们首先固定一个置信度 1− α，其中 α 是一个很小的数．然
后用一个略小的估计量 Θ̂−

n 和一个略大的估计量 Θ̂+
n 代替点估计量 Θ̂n，使得：

Pθ(Θ̂
−
n ⩽ θ ⩽ Θ̂+

n ) ⩾ 1− α

对 θ 所有可能的取值都成立．称 [Θ̂−
n , Θ̂

+
n ] 为置信区间．
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例 6.3 (正态随机变量公共均值的区间估计). 设观测量 X1, . . . , Xn 独立同分布于 N(θ, v)，其
中均值 θ 未知，方差 v 已知．根据例 3.4 的结论（独立正态随机变量之和仍是正态的），可
知样本均值估计量：

Θ̂n =
X1 + · · ·+Xn

n
∼ N

(
θ,

v

n

)
取 α = 0.05，即置信度 0.95，查正态分布表可得 Φ(1.96) = 0.975 = 1− α/2，于是：

Pθ

(∣∣∣∣∣Θ̂n − θ√
v/n

∣∣∣∣∣ ⩽ 1.96

)
= Pθ

(
Θ̂n − 1.96

√
v

n
⩽ θ ⩽ Θ̂n + 1.96

√
v

n

)
= 0.95

这说明： [
Θ̂n − 1.96

√
v

n
, Θ̂n + 1.96

√
v

n

]
是 95% 置信区间．

例 6.4 (基于方差近似估计量的区间估计). 设观测量 X1, . . . , Xn 独立同分布于 N(θ, v)，其
中均值 θ 和方差 v 都是未知的．考虑用方差的无偏估计量：

Ŝ2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − Θ̂n)
2

代替方差，则根据例 6.3 和中心极限定理，可构造一个近似的 1− α 置信区间：[
Θ̂n − z

Ŝn√
n
, Θ̂n + z

Ŝn√
n

]

其中 z 满足 Φ(z) = 1− α/2. 例如，近似 95% 置信区间为：[
Θ̂n − 1.96

Ŝn√
n
, Θ̂n + 1.96

Ŝn√
n

]

事实上，当用 Ŝ2
n 代替方差后，随机变量：

Tn =

√
n(Θ̂n − θ)

Ŝn

服从自由度为 n− 1 的 t 分布（详见附录 C）．因此，设 t 分布的分布函数为 Ψn−1(z)，则更
精确的置信区间中，z 应满足 Ψn−1(z) = 1− α/2.

定义 6.6 (充分统计量). 给定观测 X = (X1, . . . , Xn)，设随机变量 T = q(X) 为关于 X 的标量或
向量函数，若 X 在给定 T 下的条件分布不依赖于 θ，即：

Pθ(X ∈ D|T = t), ∀ t

对所有 θ 都是一样的，则称 T 为 θ 的充分统计量．

定理 6.2 (因子分解定理). T = q(X) 是 θ 的充分统计量当且仅当似然函数 pX(x; θ) 或 fX(x; θ) 可
以写成 r(q(x), θ)s(x) 的形式，其中 r, s 是两个函数．
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证明. 假设 X 是离散随机变量，连续情形类似．首先证明充分性．假设 pX(x; θ) =

r(q(x), θ)s(x)，取定 T = t，则对所有 q(x) 6= t 的 x，容易知道：

Pθ(X = x|T = t) =
PΘ(X = x)Pθ(T = t|X = x)

Pθ(T = t)
= 0

而对于满足 q(x) = t 的 x，有：

Pθ(X = x|T = t) =
Pθ(X = x, T = t)

Pθ(T = t)
=

Pθ(X = x)

Pθ(T = t)
=

Pθ(X = x)∑
z Pθ(X = z, T = t)

=
Pθ(X = x)∑

{z|q(z)=t} Pθ(X = z)
=

r(q(x), θ)s(x)∑
{z|q(z)=t} r(q(z), θ)s(z)

=
r(t, θ)s(x)

r(t, θ)
∑

{z|q(z)=t} s(z)
=

s(x)∑
{z|q(z)=t} s(z)

可见对所有 x，Pθ(X = x|T = t) 都不依赖于 θ，故 T 是充分统计量．
然后证明必要性．设 T = q(X) 是 θ 的充分统计量，则对任意 x，有：

pX(x; θ) =
∑
t

Pθ(X = x|T = t)Pθ(T = t) = Pθ(X = x|T = q(x))Pθ(T = q(x))

右式两部分中，前者与 θ 无关，故可写作 s(x) 的形式，而后者为 r(q(x), θ) 的形式．

定理 6.3. 若 q(X) 是 θ 的充分统计量，则对 θ 的任何函数 h，q(X) 都是 ζ = h(θ) 的充分统计量．

证明. 对 ζ = h(θ) 有：
Pζ(X ∈ D|T = t) = Pθ(X ∈ D|T = t)

所以 Pζ(X ∈ D|T = t) 对所有 ζ 都是一样的．

定理 6.4. 若 q(X) 是 θ 的充分统计量，则 θ 的极大似然估计可以写作 Θ̂n = ϕ(q(X)).

证明. 根据因子分解定理 6.2，pX(x; θ) = r(q(x), θ)s(x)，故极大似然估计为：

θ̂n = arg max
θ

pX(x; θ) =


arg max

θ
r(q(x), θ), s(x) > 0

arg min
θ

r(q(x), θ), s(x) < 0

即 θ̂n 只通过 ϕ(q(x)) 依赖于 x，故 Θ̂n = ϕ(q(X)).

注解. 该定理说明充分统计量抓住了由 X 提供的关于 θ 的所有核心信息．

例 6.5 (伯努利分布). 设 X1, . . . , Xn 独立同分布于参数为 θ 的伯努利分布，则：

q(X) =
n∑

i=1

Xi
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是 θ 的充分统计量．这是因为似然函数为：

pX(x; θ) = θ
∑n

i=1 xi(1− θ)n−
∑n

i=1 xi = θq(x)(1− θ)n−q(x)

可以分解为 r(q(x), θ) = θq(x)(1− θ)n−q(x) 与常函数 s(x) = 1 的乘积．

例 6.6 (泊松分布). 设 X1, . . . , Xn 独立同分布于参数为 θ 的泊松分布，则：

q(X) =
n∑

i=1

Xi

是 θ 的充分统计量．这是因为似然函数为：

pX(x; θ) =
n∏

i=1

pXi
(xi; θ) = e−θ

n∏
i=1

θxi

xi!
= e−θ θq(x)∏n

i=1 xi!

可以分解为 r(q(x), θ) = e−θθq(x) 与 s(x) = 1/
∏n

i=1 xi! 的乘积．

例 6.7 (正态分布). 设 X1, . . . , Xn 独立同分布于 N(µ, σ2)，则：

• 若 σ2 已知，则 q(X) =
∑n

i=1 Xi 是 µ 的充分统计量．
• 若 µ 已知，则 q(X) =

∑n
i=1(Xi − µ)2 是 σ2 的充分统计量．

• 若 µ, σ2 都未知，则 q(X) = (
∑n

i=1 Xi,
∑n

i=1 X
2
i ) 是 (µ, σ2) 的充分统计量．

定理 6.5 (Rao-Blackwell). 给定观测 X = (X1, . . . , Xn)，设 T = q(X) 是参数 θ 的充分估计量，
g(X) 是 θ 的一个估计量．则：

1. Eθ[g(X)|T ] 对所有 θ 都一样，因而可以去掉下标 θ，将：

ĝ(X) = E[g(X)|T ]

视作 θ 的一个新估计量，它只通过 T 依赖于 X.
2. 新估计量 ĝ(X) 与原估计量 g(X) 偏差相等．
3. 对满足 varθ(g(X)) < ∞ 的 θ，有均方误差：

Eθ[(ĝ(X)− θ)2] ⩽ Eθ[(g(X)− θ)2]

进一步地，给定 θ，此不等式是严格的当且仅当：

Eθ[var(g(X)|T )] > 0

证明. 我们逐条证明：

1. 由于 T 是充分估计量，所以条件分布 Pθ(X = x|T = t) 不依赖于 θ，自然 Eθ[g(X)|T ]
不依赖于 θ.
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2. 根据全期望公式，有：

Eθ[ĝ(X)] = E[E[g(X)|T ]] = Eθ[g(X)]

因而偏差相等：
Eθ[ĝ(x)]− θ = Eθ[g(x)]− θ

3. 对于固定的 θ，记 ĝ(X) 和 g(X) 的偏差为 bθ. 根据全方差公式，有：

Eθ[(g(X)− θ)2] = varθ(g(X)) + b2θ

= Eθ[var(g(X)|T )] + varθ(E[g(X)|T ]) + b2θ

= Eθ[var(g(X)|T )] + varθ(ĝ(X)) + b2θ

= Eθ[var(g(X)|T )] + Eθ[(ĝ(X)− θ)2]

⩾ Eθ[(ĝ(X)− θ)2]

且不等式是严格的当且仅当 Eθ[var(g(X)|T )] > 0.

注解. Rao-Blackwell 定理说明，一个一般的估计量可以改进为一个只依赖于充分统计量的估
计量，新的估计量偏差与原估计量相同，但均方误差更小．

例 6.8. 设 X1, . . . , Xn 是 [0, θ] 上独立同分布的均匀随机变量．

(a) 证明 T = maxi=1,...,n Xi 是充分统计量．
(b) 证明 g(X) = (2/n)

∑n
i=1 Xi 是无偏估计．

(c) 找出估计量 ĝ(X) = E[g(X)|T ]的形式，计算并比较 Eθ[(ĝ(X)− θ)2]和 Eθ[(g(X)− θ)2].

证明.

(a) 由于似然函数为：

fX(x1, . . . , xn; θ) =

1/θn, 0 ⩽ maxi=1,...,n xi ⩽ θ

0, otherwise

只通过 maxi=1,...,n xi 依赖于 x，根据因子分解定理可知其为充分统计量．
(b) 由于：

Eθ[g(X)] =
2

n

n∑
i=1

Eθ[Xi] =
2

n

n∑
i=1

θ

2
= θ

故 g(X) 是无偏估计．
(c) 固定 T = t，则 X1, . . . , Xn 中有一个等于 t，其余观测服从 [0, t] 上的均匀分布，因此：

E[g(X)|T = t] =
2

n
Eθ

[
n∑

i=1

Xi|T = t

]
=

2

n

(
t+ (n− 1)

t

2

)
=

n+ 1

n
t
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所以：
ĝ(X) = E[g(X)|T ] = n+ 1

n
T

下面计算均方误差．首先计算一阶矩：

Eθ[ĝ(X)] = Eθ[E[g(X)|T ]] = Eθ[g(X)] = θ

可以看出 ĝ(X) 也是无偏估计，这符合 Rao-Blackwell 定理的第二点．为了计算二阶矩，
需要首先确定 T 的分布：

FT (t; θ) = Pθ(T ⩽ t) =

(
t

θ

)n

=⇒ fT (t; θ) =
ntn−1

θn
, t ∈ [0, θ]

于是：

Eθ[(ĝ(X))2] =

(
n+ 1

n

)2

Eθ

[
T 2
]
=

(
n+ 1

n

)2 ∫ θ

0

t2
ntn−1

θn
dt = (n+ 1)2

n(n+ 2)
θ2

由于 ĝ(X) 是无偏估计，所以均方误差就是方差：

Eθ[(ĝ(X)− θ)2] = Eθ[(ĝ(X))2]− θ2 =
(n+ 1)2

n(n+ 2)
θ2 − θ2 =

θ2

n(n+ 2)

同理，g(X) 均方误差也是其方差，且：

Eθ[(g(X)− θ)2] = varθ(g(X)) =
4

n2

n∑
i=1

varθ(Xi) =
4

n2

n∑
i=1

θ2

12
=

θ2

3n

由于 n(n+ 2) ⩾ 3n, ∀n > 0，所以：

Eθ[(ĝ(X)− θ)2] ⩽ Eθ[(g(X)− θ)2]

即我们得到了一个方差更小的无偏估计．这符合 Rao-Blackwell 定理的第三点．

6.2 线性回归

线性回归为两个或多个变量建立线性模型，可以由最小二乘法完成而不需要任何概率上的解
释，但也可以在各种概率框架下进行解释．

一元线性回归 设有 n 个数据对 (xi, yi), i = 1, . . . , n，建立线性模型：

y ≈ θ0 + θ1x

其中 θ0, θ1 是未知的待估计参数．特别地，给定参数的估计 θ̂0, θ̂1，则模型对 xi 的估计为：

ŷi = θ̂0 + θ̂1xi
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其与真实值 yi 之间的差异称作残差：
ỹi = yi − ŷi

线性回归的优化目标是最小化残差的平方和：；

min
θ0,θ1

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2 =

n∑
i=1

(yi − θ0 − θ1xi)
2

这是关于 θ0, θ1 的二次函数，容易求得最优估计为：

θ̂1 =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(xi − x̄)2
, θ̂0 = ȳ − θ̂1x̄

其中，

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi

概率框架解释·极大似然 对于每个 xi，将 yi 视作随机变量 Yi 的一个取值．设 Yi 的模型为：

Yi = θ0 + θ1xi +Wi, i = 1, . . . , n

其中 Wi 是均值为零、方差为 σ2 的正态独立同分布随机变量，因而 Yi 也是独立的正态随机变量且
Yi ∼ N(θ0 + θ1xi, σ

2). 于是似然函数为：

fY (y; θ) =
n∏

i=1

1√
2πσ

exp
{
−(yi − θ0 − θ1xi)

2

2σ2

}

当似然函数最大时，指数部分达到最大，即残差平方和最小．因此最小二乘法可以视为 Y 的期望
具有线性结构的正态模型中参数 θ0, θ1 的极大似然估计．

概率框架解释·近似贝叶斯线性最小均方估计 将 xi, yi 都视作随机变量 Xi, Yi 的取值，设不同
(Xi, Yi) 之间是独立同分布的，但是它们的二维联合分布未知．考虑服从同一分布的另一随机变量
对 (X0, Y0)，假设观测到 X0 并希望用线性估计量 Ŷ0 = θ0 + θ1X0 来估计 Y0. 根据定理 5.5，Y0 的
线性最小均方估计量为：

Ŷ0 = EY0 +
cov(Y0, X0)

var(X0)
(X0 − EX0)

也即：

θ1 =
cov(Y0, X0)

var(X0)
, θ0 = EY0 − θ1EX0

由于我们不知道 (X0, Y0) 的分布，因此作估计：

EX0 ≈ x̄, EY0 ≈ ȳ, cov(Y0, X0) ≈
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ), var(X0) ≈
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

代入即可得到最小二乘公式．
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概率框架解释·近似贝叶斯最小均方估计 仍然假设 (Xi, Yi) 独立同分布，并附加新的假设——数
据满足模型：

Yi = θ0 + θ1Xi +Wi

其中 Wi 是独立同分布的零均值噪声项且与 Xi 独立．根据定理 5.3 可知，Y0 的最小均方估计量为：

E[Y0|X0] = E[θ0 + θ1X0 +W0|X0] = θ0 + θ1X0

换句话说，θ0 + θ1X0 是所有关于 X0 的函数 g(X0) 中使得均方误差最小的，于是：

θ0, θ1 = arg min
θ′
0,θ

′
1

E[(Y0 − θ′0 − θ′1X0)
2]

注意到，根据弱大数定律，当 n → ∞ 时，上式是：

1

n

n∑
i=1

(Yi − θ′0 − θ′1Xi)
2

的极限，而该式正是最小二乘法的优化目标．

贝叶斯线性回归 将 x1, . . . , xn 视为给定的数，将 (y1, . . . , yn) 视为随机向量 Y = (Y1, . . . , Yn) 的
观测值，且假设有线性关系：

Yi = Θ0 +Θ1xi +Wi

其中 Θ = (Θ0,Θ1) 是待估计的参数（视为随机变量）．假设 Θ0,Θ1,W1, . . . ,Wn 是相互独立的正态
随机变量．W1, . . . ,Wn 均值为零，方差已知为 σ2. Θ0,Θ1 的均值为零，方差分别为 σ2

0 , σ
2
1 . 则根据

贝叶斯公式，后验概率密度函数为：

fΘ|Y (θ0, θ1|y1, . . . , yn) ∝ fΘ(θ0, θ1)fY |Θ(y1, . . . , yn|θ0, θ1)

∝ exp
(
− θ20
2σ2

0

)
· exp

(
− θ21
2σ2

1

) n∏
i=1

· exp
(
− y2i
2σ2

)

∝ exp
(
−

(
θ20
2σ2

0

+
θ21
2σ2

1

+
n∑

i=1

y2i
2σ2

))

因此，最大后验概率估计就是：

θ̂0, θ̂1 = arg min
θ0,θ1

(
θ20
2σ2

0

+
θ21
2σ2

1

+
n∑

i=1

y2i
2σ2

)

求导并令导数为零，可解得：

θ̂1 =
σ2
1

σ2 + σ2
1

∑n
i=1(xi − x̄)2

·
n∑

i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ), θ̂0 =
nσ2

0

σ2 + nσ2
0

(ȳ − θ̂1x̄)

多元线性回归 一元线性回归可以直接扩展到多元情形．例如，设数据由三元组 (xi, yi, zi) 组成，
建立线性模型：

y ≈ θ0 + θ1x+ θ2z
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则多元线性回归最小化残差的平方和：

min
θ0,θ1,θ2

n∑
i=1

(yi − θ0 − θ1xi − θ2zi)
2

特别地，z 可以是 x 的函数，例如 z = x2. 尽管二次函数不是线性的，但是未知参数 θj 与随
机变量 Yi 是线性关系，所以这仍然属于线性回归的范畴．一般地，考虑如下形式的模型：

y ≈ θ0 +
m∑
j=1

θjhj(x)

则回归问题的优化目标为：

min
θ0,...,θm

n∑
i=1

(
yi − θ0 −

m∑
j=1

θjhj(xi)

)2

这样的最小化问题都有现存的公式．

6.3 简单假设检验

在经典统计推断中，我们不再有先验概率的假设，因此假设检验问题可以看作是 θ 只有两个取
值的推断问题．我们一般用 H0 表示原假设，H1 表示备择假设．
设观测随机变量 X = (X1, . . . , Xn)，记 P(X ∈ A;Hj) 表示假设 Hj 成立时 X 属于 A 的概率．

类似地，记 pX(x;Hj) 或 fX(x;Hj) 表示假设 Hj 成立时的 PMF 或 PDF. 我们希望找到一个决策
准则将观测值 x映射到其中一个假设上去．任何一个决策准则都将样本空间划分为了两个区域——
拒绝域与接受域．当观测数据落入拒绝域时，称假设 H0 被拒绝，反之则被接受．
一个决策准则有两种错误．设该决策准则决定的拒绝域为 R，第一类错误指拒绝了 H0 但它实

际上是正确的，此类错误发生概率为 α(R) = P(x ∈ R;H0)；第二类错误指接受了 H0 但它实际上
是错误的，此类错误发生概率为 β(R) = P(x 6∈ R;H1).

定义 6.7 (似然比). 定义似然比为：

L(x) =
pX(x;H1)

pX(x;H0)
或 L(x) =

fX(x;H1)

fX(x;H0)

基于似然比的概念，我们可以得到这样的决策准则：选择一个临界值 ξ ∈ (0,∞)，当观测值 x

满足 L(x) > ξ 时，拒绝原假设 H0. 特别地，当 ξ = 1 时，我们总是选择似然最大的假设，此时正
好对应极大似然准则．

似然比检验 首先确定错误拒绝的概率 α，然后选择一个常数 ξ，使得错误拒绝的概率为 α：

P(L(x) > ξ;H0) = α

那么拒绝域就是 R = {x | L(x) > ξ}. 当观测值落入拒绝域中时，即 L(x) > ξ 时，我们拒绝 H0.

引理 6.6 (Neyman-Pearson 引理). 考虑似然比检验中一个确定的 ξ，从而有犯错概率：

P(L(X) > ξ;H0) = α, P(L(X) ⩽ ξ;H1) = β
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假设还有其他检验，拒绝域为 R，使得错误拒绝的概率一样或更小：

P(X ∈ R;H0) ⩽ α

那么这个检验错误接受的概率一样或更大：

P(X 6∈ R;H1) ⩾ β

当 P(X ∈ R;H0) < α 严格成立时，P(X 6∈ R;H1) > β 严格成立．

6.4 显著性检验

在实际情况中，假设检验问题并不总是只有两个特定的选择，因而简单假设检验的方法可能不
再使用．本节介绍更一般的问题和解决方法．
假设观测 X = (X1, . . . , Xn) 服从由参数 θ 决定的 PMF/PDF，其中 θ 在给定集合M 中取值．

我们称“断言 θ 的真值为 θ0 ∈ M”为原假设，记作 H0，而相应的 θ 6= θ0 为备择假设，记作 H1.

显著性检验 基于观测 X1, . . . , Xn，对假设 H0 : θ = θ0 做统计检验：

1. 选择统计量 S = h(X1, . . . , Xn)，其中 h : Rn → R.
2. 确定拒绝域形状：拒绝域 R 为 S 的取值的子集，当 S 落入 R 时就拒绝 H0；这个过程通常涉
及一个常数 ξ，称作临界值；

3. 选择显著水平 α；
4. 选择临界值 ξ 使得错误拒绝的概率等于或约等于 α；此时拒绝域 R 就完全确定了；
5. 得到 X1, . . . , Xn 的观测值 x1, . . . , xn，计算统计值 s = h(x1, . . . , xn)，若 s落入 R则拒绝 H0.

注释. 很多时候，统计学家并不选择显著水平 α 和临界值 ξ，而是计算统计值 s 后，直接汇报 p-值：

p-值 = min{α | H0在显著水平 α 下被拒绝}
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A 常见随机变量

本节总结常见的随机变量及其期望、方差、矩母函数和性质，其中离散随机变量包括伯努利、
二项、泊松、几何和超几何随机变量，连续随机变量包括均匀、指数和正态随机变量．

伯努利随机变量

• 记号：X ∼ B(1, p)

• 实例：抛掷一枚硬币，硬币向上概率为 p，X 为是否向上．

• PMF：pX(k) =

p, k = 1

1− p, k = 0

• 期望：EX = p

• 方差：varX = p(1− p)

• 矩母函数：MX(s) = 1− p+ pes

矩母函数的推导.

MX(s) = E[esX ] = (1− p) · e0 + p · es = 1− p+ pes

二项随机变量

• 记号：X ∼ B(n, p)

• 实例：抛掷 n 枚硬币，每枚硬币向上概率均为 p，X 为向上次数．

• PMF：pX(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, 2, . . . , n

• 期望：EX = np

• 方差：varX = np(1− p)

• 矩母函数：MX(s) = (1− p+ pes)n

期望的推导.

EX =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

n∑
k=1

n

(
n− 1

k − 1

)
pk(1− p)n−k

= np
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k = np(p+ 1− p)n−1 = np

其中用到了恒等式
(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
n

k
和二项式定理．
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二阶矩的推导.

EX2 =
n∑

k=0

k2

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

n∑
k=1

nk

(
n− 1

k − 1

)
pk(1− p)n−k

=
n∑

k=1

n

(
n− 1

k − 1

)
pk(1− p)n−k +

n∑
k=1

n(k − 1)

(
n− 1

k − 1

)
pk(1− p)n−k

= np+ np
n−1∑
k=0

k

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k = np+ np(n− 1)p

方差的推导.

varX = EX2 − (EX)2 = np+ n(n− 1)p2 − n2p2 = np− np2 = np(1− p)

矩母函数的推导.

MX(s) = E[esX ] =
n∑

k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−kesk = (1− p+ pes)n

泊松随机变量

• 记号：X ∼ P (λ)

• 实例：一个城市一天中发生车祸次数．

• PMF：pX(k) = e−λλ
k

k!
, k = 0, 1, . . .

• 期望：EX = λ

• 方差：varX = λ

• 矩母函数：MX(s) = eλ(e
s−1)

• 性质：取 λ = np，则当 n → ∞ 时，泊松分布近似二项分布．

期望的推导.

EX =
∞∑
k=0

ke−λλ
k

k!
= e−λ

∞∑
k=1

λk

(k − 1)!
= λe−λ

∞∑
k=0

λk

k!
= λ

其中用到了 ex 的泰勒展开．
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二阶矩的推导.

EX2 =
∞∑
k=0

k2e−λλ
k

k!
= e−λ

∞∑
k=1

k
λk

(k − 1)!

= e−λ

∞∑
k=1

λk

(k − 1)!
+ e−λ

∞∑
k=2

λk

(k − 2)!

= e−λλeλ + e−λλ2eλ = λ+ λ2

方差的推导.
varX = EX2 − (EX)2 = λ+ λ2 − λ2 = λ

矩母函数的推导.

MX(s) = E[esX ] =
∞∑
k=0

e−λλ
k

k!
esk = e−λ

∞∑
k=0

(λes)k

k!
= eλ(e

s−1)

证明泊松分布近似二项分布. 取 λ = np，则：

lim
n→∞

(
n

k

)
pk(1− p)nk = lim

n→∞

nk

k!
· λ

k

nk

(
1− λ

n

)n−k

=
λk

k!
lim
n→∞

nk

nk
·
(
1− λ

n

)n−k

=
λk

k!
· 1 · lim

n→∞

[(
1− λ

n

)−n
λ

]−λ(n−k)
n

=
λk

k!
e−λ

几何随机变量

• 记号：X ∼ G(p)

• 实例：抛掷一枚硬币直至向上，硬币向上概率为 p，X 为抛掷次数．

• PMF：pX(k) = (1− p)k−1p, k = 1, 2, . . .

• 期望：EX =
1

p

• 方差：varX =
1− p

p2
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• 矩母函数：MX(s) =
pes

1− (1− p)es

• 无记忆性：P(X > n+m|X > n) = P(X > m)

期望的推导. 设：

f(x) =
∞∑
k=1

kxk−1 =
∞∑
k=1

(xk)′ =

(
∞∑
k=1

xk

)′

=

(
x

1− x

)′

=
1

(1− x)2

则：

EX =
∞∑
k=1

k(1− p)k−1p = pf(1− p) =
1

p

二阶矩的推导. 设：

g(x) =
∞∑
k=1

k2xk−1 =
∞∑
k=1

k(xk)′ =

(
∞∑
k=1

kxk

)′

= (xf(x))′ =

(
x

(1− x)2

)′

=
1 + x

(1− x)3

则：

EX2 =
∞∑
k=1

k2(1− p)k−1p = pg(1− p) = p · 2− p

p3
=

2− p

p2

方差的推导.
varX = EX2 − (EX)2 =

2− p

p2
− 1

p2
=

1− p

p2

矩母函数的推导.

MX(s) = E[esX ] =
∞∑
k=1

(1− p)k−1pesk = pes
∞∑
k=0

((1− p)es)k =
pes

1− (1− p)es

证明无记忆性. 首先计算尾概率：

P(X > n) =
∞∑

k=n+1

(1− p)k−1p = p
(1− p)n

1− (1− p)
= (1− p)n

于是：

P(X > n+m|X > n) =
P (X > n+m)

P (X > n)
=

(1− p)n+m

(1− p)n
= (1− p)m = P(X > m)
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超几何随机变量

• 实例：一盒内有 N 个球，其中 M 个白球 N −M 个黑球，从中无放回地取 n 个球且每次取
球独立，X 表示取出白球个数．

• PMF：pX(k) =

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) , k = 0, 1, . . . , n

• 期望：EX =
nM

N

• 方差：varX =
nM

N

(
1− M

N

)
N − n

N − 1

• 性质：当 N → ∞ 时，超几何分布近似二项分布．

期望的推导.

EX =
∑
k

k

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) =
1(
N
n

)∑
k

M

(
M − 1

k − 1

)(
N −M

n− k

)
=

M(
N
n

)(N − 1

n− 1

)
=

nM

N

其中用到了恒等式
(
N

n

)
=

(
N − 1

n− 1

)
N

n
和范德蒙德卷积式

∑
k

(
r

k

)(
s

n− k

)
=

(
r + s

n

)
.

二阶矩的推导.

EX2 =
∑
k

k2

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) =
M(
N
n

)∑
k

k

(
M − 1

k − 1

)(
N −M

n− k

)
=

M(
N
n

)∑
k

(
M − 1

k − 1

)(
N −M

n− k

)
+

M(
N
n

)∑
k

(k − 1)

(
M − 1

k − 1

)(
N −M

n− k

)
=

M(
N
n

)(N − 1

n− 1

)
+

M(
N
n

)(M − 1)

(
N − 2

n− 2

)
=

nM

N
+

M(M − 1)n(n− 1)

N(N − 1)

方差的推导.

varX = EX2 − (EX)2 =
nM

N
+

M(M − 1)n(n− 1)

N(N − 1)
− n2M2

N2
=

nM

N

(
1− M

N

)
N − n

N − 1

均匀随机变量

• 记号：X ∼ U(a, b)

• PDF：fX(x) =
1

b− a
, a ⩽ x ⩽ b

• 期望：EX =
a+ b

2

• 方差：varX =
(b− a)2

12
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• 矩母函数：MX(s) =
1

b− a
· e

sb − esa

s

矩母函数的推导.

MX(s) = E[esX ] =

∫ b

a

esx

b− a
dx =

1

b− a
· 1
s

∫ b/s

a/s

esxd(sx) = 1

b− a
· e

sb − esa

s

指数随机变量

• 记号：X ∼ E(λ)

• PDF：fX(x) = λe−λx, x ⩾ 0

• 期望：EX =
1

λ

• 方差：varX =
1

λ2

• 矩母函数：MX(s) =
λ

λ− s
(s < λ)

• 无记忆性：P(X > x+ y|X > x) = P(X > y)

期望的推导.

EX =

∫ +∞

0

xλe−λxdx = −
∫ +∞

0

xde−λx =

∫ +∞

0

e−λxdx = − 1

λ
e−λx

∣∣+∞
0

=
1

λ

二阶矩的推导.

EX2 =

∫ +∞

0

x2λe−λxdx = −
∫ +∞

0

x2de−λx = 2

∫ +∞

0

xe−λxdx =
2

λ2

方差的推导.
varX = EX2 − (EX)2 =

2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2

矩母函数的推导.

MX(s) = E[esX ] =

∫ ∞

0

λe−λxesxdx = λ

∫ ∞

0

e−(λ−s)xdx =
λ

λ− s
(s < λ)
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证明无记忆性. 首先计算尾概率：

P(X > x) =

∫ +∞

x

λe−λtdt = e−λt
∣∣x
+∞ = e−λx

于是：

P(X > x+ y|X > x) =
P(X > x+ y)

P(X > x)
=

e−λ(x+y)

e−λx
= e−λy = P(X > y)

正态随机变量

• 记号：X ∼ N(µ, σ2)

• PDF：fX(x) =
1√
2πσ

exp
(
−(x− µ)2

2σ2

)
• 期望：EX = µ

• 方差：varX = σ2

• 矩母函数：MX(s) = exp
(
σ2s2

2
+ µs

)

证明标准正态分布的归一性. 由于：[∫ +∞

−∞

1√
2π

exp
(
−x2

2

)
dx
]2

=
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
exp

(
−x2 + y2

2

)
dxdy

=
1

2π

∫ 2π

0

dθ
∫ +∞

0

exp
(
−r2

2

)
rdr

=

∫ +∞

0

exp
(
−r2

2

)
d
(
r2

2

)
= exp

(
−r2

2

)∣∣∣∣0
+∞

= 1

故： ∫ +∞

−∞

1√
2π

exp
(
−x2

2

)
dx = 1
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B 二元正态分布

定义 B.1 (二元正态分布). 若随机变量 X,Y 有如下联合概率密度函数：

fX,Y (x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

exp
[
− 1

2(1− ρ2)

(
(x− µ1)

2

σ2
1

− 2ρ(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2

+
(y − µ2)

2

σ2
2

)]
则称 X,Y 服从参数为 µ1, µ2, σ1, σ2, ρ 的二元正态分布．

注释. 矩阵形式：设 X =

(
X

Y

)
,µ =

(
µ1

µ2

)
,Σ =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
，则：

pX(x) =
1

2π|Σ|1/2
exp

(
−1

2
(x − µ)TΣ−1(x − µ)

)

这一形式可以推广到多元正态分布．

定理 B.1 (二元正态分布的密度分解). 对定义式进行变形可以得到：

fX,Y (x, y) =
1√
2πσ1

exp
(
−(x− µ1)

2

2σ2
1

)
· 1
√
2πσ2

√
1− ρ2

exp

−

[
y −

(
µ2 + ρσ2

σ1
(x− µ1)

)]2
2σ2

2(1− ρ2)


注意到，前一部分是 N(µ1, σ1) 的概率密度函数，后一部分是 N

(
µ2 + ρσ2

σ1
(x− µ1), σ

2
2(1− ρ2)

)
的

概率密度函数．又由于：
fX,Y (x, y) = fX(x)fY |X(y|x)

所以事实上后一部分是就是 fY |X(y|x).

定理 B.2 (二元正态分布的边缘分布). 根据密度分解容易知道，二元正态分布的边缘分布仍是正态
分布，且 X ∼ N(µ1, σ

2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2).

定理 B.3 (二元正态分布的协方差与相关系数). 运用密度分解，可以计算：

cov(X,Y ) = E[(X − EX)(Y − EY )]

=

∫∫
R2

(x− µ1)(y − µ2)fX,Y (x, y)dxdy

=

∫ +∞

−∞
(x− µ1)fX(x)dx

∫ +∞

−∞
(y − µ2)fY |X(y|x)dy

=

∫ +∞

−∞
(x− µ1)fX(x)dx

[∫ +∞

−∞
yfY |X(y|x)− µ2

]
=

∫ +∞

−∞
(x− µ1)fX(x)dx

[
E[Y |X = x]− µ2

]
=

∫ +∞

−∞
(x− µ1)fX(x)dx

[
ρ
σ2

σ1

(x− µ1)
]

= ρ
σ2

σ1

∫ +∞

−∞
(x− µ1)

2fX(x)dx

= ρ
σ2

σ1

varX

= ρσ1σ2
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由此可得相关系数：

ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )√
varX

√
varY

= ρ

也即二元正态分布定义中的参数 ρ 就是其相关系数．

定理 B.4 (二元正态分布的独立性). 设 (X,Y ) 服从二元正态分布，则 X,Y 独立当且仅当 ρ = 0.

证明. 由于 X,Y 独立蕴含着 X,Y 不相关，而后者等价于相关系数 ρ = 0，所以独立 =⇒
ρ = 0. 又设 ρ = 0，则：

pX,Y (x, y) =
1√
2πσ1

exp
(
−(x− µ1)

2

2σ2
1

)
· 1√

2πσ2

exp
(
−(y − µ2)

2

2σ2
2

)
= pX(x)pY (y)

所以 ρ = 0 =⇒ 独立．

推论 B.5. 对于二元正态分布而言，独立和不相关是等价的．
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C 正态分布的三个导出分布

定义 C.1 (χ2 分布). 设 X1, X2, · · · , Xn 为 n 个独立的服从 N(0, 1) 的随机变量，则称

Z =
n∑

i=1

X2
i

的分布为自由度为 n 的 χ2 分布，记作 Z ∼ χ2(n).

期望与方差：
EZ = n, varZ = 2n

证明. 由于
EX2

i = varXi + (EXi)
2 = 1 + 0 = 1

故

EZ = E

[
n∑

i=1

X2
i

]
=

n∑
i=1

EX2
i = n

又由于

EX4
i =

∫ +∞

−∞
x4φ(x)dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
x4e−

x2

2 dx = − 1√
2π

∫ +∞

−∞
x3de− x2

2

=
3√
2π

∫ +∞

−∞
x2e−

x2

2 dx = − 3√
2π

∫ +∞

−∞
xde− x2

2

=
3√
2π

∫ +∞

−∞
e−

x2

2 dx = 3

故
varX2

i = EX4
i − (EX2

i )
2 = 3− 1 = 2

故

varZ = var
n∑

i=1

X2
i =

n∑
i=1

varXi = 2n

定义 C.2 (t 分布). 设 X ∼ N(0, 1)，Y ∼ χ2(n)，X,Y 相互独立，则称

t =
X√
Y /n

的分布为自由度为 n 的 t 分布，记作 t ∼ t(n).

定义 C.3 (F 分布). 设 X ∼ χ2(n), Y ∼ χ2(m)，X,Y 独立，则称

Z =
X/n

Y /m

的分布为自由度为 n,m 的 F 分布，记作 Z ∼ F (n,m).
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定理 C.1. 设 Xi
i.i.d.∼ N(µ, σ2)，则样本均值服从期望相同、方差更小的正态分布：

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi ∼ N

(
µ,

σ2

n

)

定理 C.2. 设 Xi
i.i.d.∼ N(µ, σ2)，有样本均值的标准化：

X̄ − µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1)

定理 C.3. 设 Xi
i.i.d.∼ N(µ, σ2)，S2 = 1

n−1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 为样本方差，则：

(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)

定理 C.4. 设 Xi
i.i.d.∼ N(µ, σ2)，S2 = 1

n−1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 为样本方差，则 X̄ 与 S2 独立．

定理 C.5. 设 Xi
i.i.d.∼ N(µ, σ2)，S2 = 1

n−1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 为样本方差，则：

√
n(X̄ − µ)

S
∼ t(n− 1)

证明. 根据定理 C.2 和定理 C.3 可知；

X̄ − µ

σ/
√
n

∼ N(0, 1),
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)

于是，根据 t 分布的定义有：

X̄ − µ

σ/
√
n√

(n−1)S2

σ2 /(n− 1)
=

√
n(X̄ − µ)

S
∼ t(n− 1)

定理 C.6. 设 Xi
i.i.d.∼ N(µ1, σ

2
1)，i = 1, 2, · · · , n，样本方差为 S2

1；Yi
i.i.d.∼ N(µ2, σ

2
2)，i = 1, 2, · · · ,m，

样本方差为 S2
2，且 Xi, Yi 相互独立，则：

S2
1/σ

2
1

S2
2/σ

2
2

∼ F (n− 1,m− 1)

证明. 由定理 C.3 知：

(n− 1)S2
1

σ2
1

∼ χ2(n− 1),
(m− 1)S2

2

σ2
2

∼ χ2(m− 1)
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于是根据 F 分布的定义有：

(n− 1)S2
1

σ2
1

/(n− 1)

(m− 1)S2
2

σ2
2

/(m− 1)

=
S2
1/σ

2
1

S2
2/σ

2
2

∼ F (n− 1,m− 1)
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