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1  的证明  

：设常数 ，  是⼀个函数，  是定义在⾮负整数上的递归式：

 

其中，  可以是  或 . 那么  有如下渐进界：

1. 若对某个常数  有 ，则 ；

2. 若 ，则 ；

3. 若对某个常数  有 ，且对某个常数  和所有⾜够⼤的  有 ，则 
. 

 

：为了⽅便起见，我们⾸先对于  为  的幂的情况进⾏证明，随后再把证明扩展到所有正整数上。

设常数 ，  是定义在  的幂上的⾮负函数，  是定义在  的幂上的递归式：

 

其中  是正整数，那么作递归树有：

逐层求和可得：

 

其中前⼀项是叶⼦结点的和，后⾯的和式是每⼀层的和。

记后⾯的和式为 ：

 



分类讨论：

1. 若对某个常数  有 ，那么：

 

于是有：

 

2. 若 ，那么：

 

于是有：

 

3. 若对某个常数  和所有⾜够⼤的  有 ，反复迭代  次得：  对充分⼤
的  成⽴，故：

 

另⼀⽅⾯， ，所以有： . 

于是有：

 

加⼊条件：对某个常数  有 ，那么：

 



综上，我们对  为  的幂的情况完成了证明。

为了把上述结论扩展到所有正整数，我们只需要对  和  形式的  进⾏证明。前者的上
界和后者的下界可以通过放缩很容易地转化到  的幂的情形，因此只需对前者的下界和后者的上界进⾏证明。这⾥
只对后者的上界进⾏证明，前者的下界同理。

对递归树略作修改，可以得到⼀个⾼度为  的递归树，记 ，同样地逐层求和，可以得到：

 

对于情形1，我们已经知道了 ，可以据此证明 ，那么直接采⽤之前的⽅
法证明即可；

对于情形2，我们已经知道了 ，可以据此证明 ，那么直接采⽤之前的⽅法证
明即可；

对于情形3，我们已经知道了 ，于是 ，直接采⽤之前的⽅法证明即可。

 



2 排序相关  

 

2.1 快排的平均复杂度  

设  表⽰规模为  的快速排序⽤时，则枚举分割点，可得递归⽅程：

 

解得：

 

 

2.2 随机化快排的期望复杂度  

对于基于⽐较的排序，运⾏时间与⽐较次数相当。我们只需要求出随机化快排的期望⽐较次数。

设  表⽰⽐较次数，设  为指⽰器随机变量，表⽰第  ⼤的数和第  ⼤的数是否进⾏了⽐较，于是 

，由期望的线性性，有：

 

因此，现在只需要求出 . 

第  ⼤的数和第  ⼤的数会进⾏⽐较当且仅当在其中某⼀个被拿出来作为基准时，第  ⼤的数没有被拿
出来作为基准过，这个概率显然是 ，也即 . 于是乎，

 

所以，随机化快排的期望复杂度为 . 

 



2.3 ⽐较排序的下界  

考虑决策树，其有  个叶⼦结点，故⾼度最⼩为

 

于是⽐较排序的时间下界为：

 

 



3 动态规划的证明  

两个⽅⾯：

证明问题具有最优⼦结构：

证明⼦问题重叠性：这个⼀般是平凡的

 

3.1 矩阵链乘法  

最优⼦结构：设区间  的最优分割点在  处，则  的最优解⼀定由  和  的最优解构成，否
则，假若  不是最优解，以最优解替换之，得到  的更优解，⽭盾。

转移⽅程：

 

 

3.2 最长公共⼦序列  

最优⼦结构：设  的  为 ，则：

–   若 ，则 ，于是  和  的  必为 ，否则
取更长的公共⼦序列代替之，得到  的更长的公共⼦序列，⽭盾；

–   若 ，且 ，则  和  的  必为 ，否则取更长的公
共⼦序列代替之，⽭盾；

–   若 ，且 ，则  和  的  必为 ，否则取更长的公共
⼦序列代替之，⽭盾。

转移⽅程：

 

 

3.3  背包  

最优⼦结构：若  是原问题最优解（  表⽰是否取第  个物品），则  ⼀定是背包
容量减去  后的背包问题的最优解，否则，取更优解，再加⼊ ，得到原背包问题的更优解，⽭盾。

转移⽅程：

 

 



3.4 最优⼆叉搜索树  

最优⼦结构：和“矩阵链乘法”问题类似。

转移⽅程：

 

 



4 贪⼼的证明  

两个⽅⾯：

证明问题具有最优⼦结构：

证明贪⼼选择性：

 

4.1 任务安排问题  

最优⼦结构：将所有区间按照右端点排序，记  表⽰左端点在  右端点之后，右端点在  左端点之前的所
有区间集合，记  表⽰  的最优解，设 ，那么⼀定有： 。

贪⼼选择性：  中右端点最⼩的区间必然在  中。证明：设  是  中右端点最⼩的区间，又设  中右
端点最⼩的区间为 ，则：

–   若 ，证毕；

–   若 ，⽤  替换 ，得到的⼀定是⼀个合法解，且不会更差，证毕。

 

4.2  编码  

最优⼦结构：设  是字符集  的最优编码树，设  是两相邻叶节点，  为其⽗节点， ，
那么  是字符集  的最优编码树。

证明：设  表⽰树  的代价，则

 

倘若  不是  的最优编码树，则以最优编码树  代替之，得到：

 

⽭盾。

贪⼼选择性：频率最⼩的两个字符  必定是在最⼤深度的两个相邻叶节点。

证明：假若不是这样的，设  与  相邻，深度为 ，  深度为 ，则交换  和 ，代价变化为：

 

故得到不会更差的编码树。证毕。

 

4.3 最⼩⽣成树  

最优⼦结构：收缩图中最⼩边得到图 ，设  是包含该最⼩边的  的最⼩⽣成树，则收缩后得到  是  的
最⼩⽣成树。



证：假若不是这样的，以⽐  更⼩的⽣成树  代替之，随后扩张最⼩边，得到的  是  的⽐  更⼩的⽣成
树，⽭盾。

 的贪⼼选择性：最⼩边  ⼀定在  中。否则，设  是不包含  的最⼩⽣成树，向其中加⼊ 
，会形成⼀个环，删去环中除  外的最⼩边 ，则代价变化为：

 

得到了更⼩的⽣成树。

 的贪⼼选择性：  连的边中最⼩边权者  必定在最⼩⽣成树中。否则，设  是不包含  的最⼩
⽣成树，向其中加⼊ ，会形成⼀个环，这个环中与  相连的另⼀条边设为 ，那么删去 ，代
价变化为：

 

得到了更⼩的⽣成树。

 



5  的正确性证明  

定理：采⽤  策略进⾏搜索，若  选择的节点是⽬标节点，则此时该节点表⽰的解就是最优解。

证明：设  为选中的⽬标节点，则：

1. 由  是⽬标节点知： ；

2. 由  被选中知： ；

3.  使得  为最优解，即 ；

4. 根据  理论， . 

由此可得：

 

所以， ，即我们此时找到了最优解。

 



6 图论  

 

6.1  的正确性证明  

⾸先，最短路具有最优⼦结构：若  是⼀条从  到  的最短路，则对于 ，
 是⼀条从  到  的最短路。若不然，取从  到  的最短路代替之，得到从  到  的更

短路，⽭盾。

现考虑从  到  的最短路 ：

第  轮松弛后，必然得到  的最短距离，因为  会被松弛，⽽它又是最短路中的边，根据最优⼦结构，
必是  的最短距离；

第  轮松弛后，必然得到  的最短距离，理由同上；

……

第  轮松弛后，必然得到  的最短距离，理由同上。

由于最短路上最多  个顶点，  条边，即 ，所以最多松弛  轮就可以得到所有点的最短距
离。

 

6.2  的证明  

 是⼀个贪⼼算法，我们按照证明贪⼼的套路证明即可。

最优⼦结构：前⼀节已经证明。

贪⼼选择性：未加⼊集合的点中，距离最⼩者的距离必然已更新为最短距离，换句话说，距离最⼩者的最短路
径必然已经由那些在集合中的点找到，可加⼊集合。

证：设  是未加⼊集合的距离最⼩者，⽽到它的最短路径中  是第⼀个不在集合中的点。则由最优⼦结构可知 
，于是 ，与  是未加⼊集合的距离最⼩者

相⽭盾。证毕。

 

6.3  的证明  

 是⼀个动态规划算法，由于我们已经证明了最优⼦结构，⽽⼦问题重叠性又是显然的，故正确。
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